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　　Let ｘ be the May complex derived from the May spectral sequence foＴ　Ｅｘt『＊＊'＊(Ｚ．，Ｑ＊)
which is the E 2-term of the algebraic Novikov spectral sequence. This is a differential algebra
Ｚ，[Rj,S,□≧Ｏｊ≧１，ん≧O]with differential d given by
　　a), d is ａ derivation,
　　b).d(扁)＝　Σ　　瓦柘!:　and　d iSk) =　Σ　　S。Ri-。・
１≦ａ≦／－１ ｏ≦ａ≦１－｜
The original one is the differential subalgebra y=Z2[栢li≧Oj≧1]of ｘ. The cohomology
of ｙ， H*(Y), is partially calculated in [4 : Theorem n ｡ 5.18]and H*(X) is partially calcu-
lated in [5 : Theorem 181｡
　The purpose of this paper is to extend the calculations of the defining relations given in
[4 : Theorem ｎ ｡5.18]and in [5 : Theorem 18]and to give more simple proofs of [6:Theorem
2.1, 2.2, 3.1, 4.1, 4.2, 5.1]and {7 : Theorem 2，3, 4, 5]. This is done to define bracket (Ｓ,　Ｎ)
which is a polynomial in χ and to evaluate d bｒａｃｋｅt(Ｓ,　Ｎ).The bracket defined in this
paper and the one defined in [7 : Definition 1]differ but both are generalizations of bracket
defined in [6 : Definition 1.1]j
　In section l ，we shall give the definition of bracket (Ｓ,　Ｎ)and discuss the properties of
this bracket. In section 2 ，we shall determine the differential of &Γacket (Ｓ.　Ｎ)and in section
3 , we shall apply these results to our defining relations. We used a 16-bit small computer
HITACHI MB １６００１to conjugate and check the formulas. The language is BASIC. We also
have ａ Ｃ program for ａ mini-computer Toshiba Uχ 700. The main results are Theorem ２.１
and Theorem 3.1, 3.2, 3.3,…, 3.25.
1. Brackets
　　In this section we shall define bｒａｃｋｅt（Ｓ,　Ｎ)which is some polynomial in May complex
ｘ and discuss its properties｡
　　We first give some notational explanations. Let ≪1, rt2, ni.…, ≪≫be a finite sequence of
non-negative integers. We call this list in this paper and denote it as ［几1, nz, Til,…, ≪≫]. We
also use the expressions in ［几１１［几2，几3，…，几ｋ］］，［n＼,ni I［几3，…，几,］］，…，［ra 1, rii, n.3, ■･･,
心に］］to show this list. The empty list is denoted as []. These notations are commonly used
in Prolog ［21｡
　　Ｌｅt£and S be lists and ｘ and 3" be integers･
The meaning of the eχpression ｘ Ｅ£is defined as follow:
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　　ｘＥ[ｚl£]，
　　if ｘ ≠,y then ｘ Ｅ[V I L] if and only if ｘ EL.
In this case we call χ an item of £. We define ｒｅｓt(Ｌ.　Ｘ) and ｒｅｓt　(,Ｌ，Ｓ)tｏbe the list given
by removing, respectively, all χ and all items contained in S 鉦ｏｍ£:
　　ｒｅｓt([], x) =[]，
　　ｒｅｓt([xlL], X]＝ｒｅｓt　(:l. x),
　　ｒｅｓt([ｙぱ], x) =[ｙ l rest (£，ｘ)]if ｘ ≠y.
　　ｒｅｓt(£，□)＝Ｌ，
　　ｒｅｓt(£，[ｘl剛]＝ｒｅｓt(ｒｅｓta, x), s),
and del (L, x) and ｄｅｌ(Ｌ,　Ｓ)to be the list given by removing, respectively, one χ and each
item contained in Ｓ from £:　　　　　　　　　　　　　｡＞
　　＆Z([], x) =[]，　　　　　　　　　　　　　　'I
　　ぬＺ([χ｜£],x)=L,
　　＆Ｚ([ｙｌ£]，ｘ)＝[V I del (L, x)]ｉｆｘ≠y.
　　面Ｚ(£，□)＝Ｌ，　　　　　　　　　　　　　　’｡
　　del a, [x I S]) = del (del (L. x), S),
and ｓｅt(£)to be the list which consists by removing the overlapped items from £:
　　Ｓｅ£([])＝[]。.
　　Ｓｄ([X I SI) =[Xｓｅt(ｒｅｓt(Ｓ,　Ｘ))]，　　　　　　－
ａｎｄ＃ｌ to be the length of £:　　　　　　　　　　犬
　　＃[]＝０，
　　＃[ｘｌ£]＝＃１十1，　　　　　　　　　　＼　∧｡
and ind(L,χ)to be the number of ｘ contained in£:　　　レ
　　ｊ?([], x)=0,
　　ｉ?([ＸＩ£], x) = ind (Ｌ,　Ｘ)十１，　　　　　ト
　　i?([ｙぱ], x) = ind(Ｌ,　Ｘ)if X≠y<
and item (L, x), 1≦ｘ≦＃Ｌ，to be the x-th item ｏｆ£:゛'
　　i£em ([ｙl£], 1) =v.　　　　　　　　　犬
　　i£em ([ｙl£], x)=i£em (L, X― 1 )びＸ＞1｡‥，　‥
and itel(x, v) to be the list with length y consisted by ｘ only:
　　itel (x, 0 ) =[]
　　itel(ｘ,ｙ)＝[X I itel {x, y― 1 )]if v>0,ヽ
ａｎｄ£us to be the list £followed by S:
　　□us = s,　　　　　　　　　　　　　　　　犬
　　［ｘl£］ＵＳ＝［X ＼LUS］，
ａｎｄ£ns to be the list consisted by il?ems contained in both lists:
　　［］･ｎＳ＝［］，
　　［ｘl£］ｎＳ＝［ｚl£∩del (S, x)］if xes.
　　［ｘl£］ｎＳ＝£nsif x$s.
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The meaning of the expression L⊂S is defined as follow:
　　[]⊂S，
　　[ｘl£]⊂Ｓ if and only if xes andｌ⊂＆1(Ｓ,　Ｘ).
In this case we call£ａsublist ofＳ.
　For the simplicity, we let 珀beoiりis less than or equal to 0. We generalize S≫andＲ'ｉ
to Ｓ。，μに■･and Ri:-。,respectively.These are defined inductively as f0110ｗ:
　　Ｓロ＝1，
　　Ｓ〔｡IJVI― S≫Ｓｎ,
　　Rb-: = 1 ,
　　Ｒt｡!/(]-.･―R'a-iR'a-。
　　沢りｰ〔〕＝１，
　　ＲＷぶ]Aj= Rn-。沢乱，・
　The brackets in [5 : Definition 1.1.]are generalizedin the following form.
　　Definition 1.1. For any two lists Ｓ and N of non-negative integers, we define bｒａｃｈｅt
(Ｓ,　Ｎ)inｘ inductively as follow:
bｒａｃｈｅt(Ｓ,　Ｎ)＝Oif ＃Ｓ＞＃罵
ｂｒａｃｋｅt([]，Ｎ)＝＆，
bｒａｃｋｅt([sir]，Ｎ)＝Σ　　　R'a-｡braeゐｄ(ｒｅｓt(Ｓ.　ｓ).ｄｅｌ(Ｎ,　Ａ))ifS =[ｓl7･]｡
　　　　　　　　　　　;1ご。(ｓ,｡)
In the above summation, j4 runs through all sublists, which differ under the permutations of
A, of iV with iKA = ind(Ｓ.　ｓ). Since R'a･ -。 = R＼-. and del (N,ぶ) =del (Ｎ,　Ａ) for each
permutated list a! of A, our definition is well-defined. We also define braeんｅ£池_乱｡。(Ｓ,　Ｎ)，
bｒａｃｈｅtｓ。,｡｡(Ｓ,　Ｎ),　ｂｒａｃｋｅtｒ'-。･ｄｄ(Ｓ,Ｎ) andbｒａｃｋｅt　ｓ｡,。(Ｓ.　Ｎ)tｏ be the summations of
the nomomials contained in bracke£(Ｓ. Ｎ) which contain even 沢に。even S｡, odd R'.-: and
odd S。,　ｒｅｓpectively.
　　Remark . By the above definition, we have that ＆＝ｂｒａｃｈｅt([]，[削]，Ｒ‘1　＝　ｂｒａｃｋｅt([i]，
(i十月), May's indecomposable element 恥is represented by bracket ([iパ], [i+j.汁;･]) for
44 高知大学学術研究報告　第36巻(1987)　自然科学
i≧O and /≧2 andんI (≪i, ni,…, n≫)is represented by bｒａｃｋｅt（Ｓ,　Ｎ),where Ｓ＝［i，i十zl。
i十心,･･･, i+ rik］（Ｓ＝［i］･ifん＝O）ａｎｄN=del(［i, i+ 1丿十１，‥。i＋2八十1], S］, for i≧0，
ん≧0, n,= 1 and rii-x＜町≦２ヅー１（２≦ﾉ≦ん). Similarly, another indecomposable element
αｊs represented by ｂｒａｃｆｅｅt（［］,[k, ki) for k≧1‘and ｇ (no, ≪i,…, n≫) is represented by
ｂｒａｃｋｅt（Ｓ.　Ｎ),where Ｓ＝［zl。al，…，几ｋ］（Ｓ＝Dif徊=－1）ａｎｄ N=del ([0, 1, 2,…。
2八十2 ], S), forん≧- 1 , no =0 and叫-I＜陶≦2/(1≦j呉ｋ）･。
　Lemma 1.1.£ｅ£S and N be lis£s of non一ＴｉｅｇａtiｕｅiRtｅｇｅｒｓａｎｄ　letＳ’ａｎｄＮ’ ｂｅ tｈｅｐｅｒｍｕ-
tａted liｓtｓｏ∫Ｓａ几ｄＮ,　ｒｅｓｐｅｃtiｕelｖ.　Ｔｈｅ几ｗｅｈａｕebｒａｃｋｅt(ＳへＮ’)＝bｒａｃｋｅt(Ｓ,　Ｎ).
　Proof. We first prove ｈｒａｃｋｅt（Ｓ.　Ｎ’）＝　bｒａｃｋｅt，（Ｓ,　Ｎ）bythe induction on #N. If ≫N
ニO then the result is clear. So we assume # N> 0 . Since the symmetry group is generated
by transposition （i丿+ 1 ), we only prove in the cａｓｅN' = (i, i+ 1 ) N. If S= [] then the
result is clear. So let Ｓ＝［ｓl7］and 7V＝［几1，几2，…，４,］with 4,≠n.+ i ・ By the definition
of bracket, we have
　　bｒａｃｆｅｅt（Ｓ,　Ｎ）＝Σ　　　R'a-, bracket (ｒｅｓt（Ｓ,　ｓ）,　ｄｅｌ(N,A))
　　　　　　　　　　‰ｓ.）　　　　　十＜
and
&゛ｃゐｄ（Ｓ.　Ｎ’）゜瓦， R-B-■　bｒａｃｋｅt(ｒｅｓt(Ｓ,　ｓ).ｄｅｌ(ｎ’,ｂ)).
Here, the set of sublists ｊ and set of sublists B are same up to permutation and if n, G A or
re.+i ^A then del (N, A) = del (Ｎ’,Ａ) and if rii^A and ni+i $ A then bｒａｃｈｅt(ｒｅｓt(Ｓ,　ｓ)，
ぬ1(Ｎ.　Ａ))＝ｂｒａｃｈｅt(ｒｅｓt(Ｓ,　ｓ).del(N',A})by the hypothesis of induction. Therefore we
have ｂｒａｃｋｅt(Ｓ.　Ｎ)＝ｂｒａｃｋｅt(Ｓ,Ｎ’).
　　Next we prove ｂｒａｃｋｅt(Ｓ≒Ｎ)＝ｂｒａｃｋｅt(Ｓ,Ｎ). This is also sufficient to show that the
transpositions (i, i+ 1 ) on Ｓ does not change brackets. We prove this by the induction on i.
　　lf＃Ｓ＜2 then the result is clear. ･So we assume that ＃Ｓ≧2. Let Ｓ＝[Si, S2 I T]and
が= ( 1 , 2 ) S. If Si ＝ｓ 2 then the result is clear. So we assume that Si ≠S2. By the defini-
tion of bracket and the fact that ｒｅＳ£(ｒｅｓt(S,Si), Sz);＝ｒｅｓt(Ｓ，[Si, Si]) and del (del (N,
A),B) =del(Ｎ,　ＡUB), we have that　　　　　　　　　　｡'
　　bｒａｃｋｅt(Ｓ.　Ｎ)
＝Σ　　　-RA-.i bracke£(ｒｅｓt(Ｓ.　ｓ),del (N, A))
　弧ご４s,｡1)
=Σ　　　　Ra'-.^　　Σ
　j4⊂〃　　　　　　　日⊂ｄ㎡｛
tA-iivlCS.り）
S⊂ｄ㎡(jV j4)
･ flsinrf;･･･1(S, > 1 ).り)
刑!.2 braeんｇ(ｒｅｓt(Ｓ，[ｓ･，ｓl]).ｄｅｌ(N,AliB)).
Since ind (ｒｅｓt(S,Si), Si) =ind(S≒Ｓｉ)，伍d (S, Si) = ind (res£(S', S2), Si) andｂｒａｃｋｅt
(ｒｅｓtis'.[Si, S2])，＆１(況ｊＵ３))＝ｂｒａｃｋｅt(ｒｅｓt(ｙ，[Si, Si])･,ｄｅｌ(N.BUA)), we have
that　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一
=Σ
　tB-uviKS' ，12）
=Σ
　IB-iiuKS' ,≪2)
瓦!･2　。。£。)　　　　瓦!･,bracket (rest (S≒[s>.S2]),deliN,BUA))
　　　　Ｍ=･４｡｡1(Ｓ･.<2).･1)
馬!,, bracke£(ｒｅｓt(ＳへSi}, del (Ｎ.Ｂ))
＝ｂｒａｃｋｅt(Ｓ≒Ｎ).
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Then the transposition ( 1 , 2 ) of Ｓ does not change the brackets. Next we assume that if
i＜j(,j≧2 ) then the transposition (i, i+ 1 ) of Ｓ does not change the brackets. LetＳ’＝く,j，
j＋1)Ｓ and Ｓ＝[ｓlｒ]and ｙ＝[ｓlｒ]. Then we have T'=(J-＼.j)7･･By the definition of
brackets･, we have that
　　ｂｒａｃｋｅt(Ｓ,　Ｎ)＝Σ　　　R'a-Ｉ　bｒａｃｋｅt(ｒｅｓt(Ｔ.　ｓ),del (Ｎ.　Ａ))
　　　　　　　　　　　;麗imKS, <)
and
bｒａｃｋｅt(ＳへＮ)＝Σ
　　　　　　　　　侭ごiiKKs'. ･)
R’ａ―　ｂｒａｃｋｅt(ｒｅｓt(Ｔ’.ｓ).ｄｅｌ(Ｎ.　Ａ)).
Here we have that i?(Ｓ,　ｓ)=ind{Ｓ’.ｓ). Let ６-. ＝itｅｍ(7丿- 1 ) andね= item {T, j). If
s = ti-1 or s =むthen ｒｅｓt(Ｔ.　ｓ)＝ｒ衣(Ｔ≒s) and then ｂｒａｃｋｅt(ｒｅｓt(Ｔ,　ｓ).ｄｅｌ(N, A)) =
ｂｒａｃｋｅt(ｒｅｓt(Ｔ’.ｓ),del (Ｎ.　Ａ)) else there exist an integer k withん＜j such that ｒｅｓ£(Ｔ’.ｓ)
゜(友一1, k)ｒｅｓt(Ｔ,　ｓ) and thereforeby the hypothesis of induction, we have that　ｂｒａｃｋｅt
(ｒｅｓt(7･,ｓ)■　ｄｅｌ(Ｎ.　Ａ))＝ｂｒａｃｋｅt(ｒｅｓt(Ｔ’.ｓ).ｄｅｌ(Ｎ,Ａ)). Then we have the result.
　　Lemma 1.2. £ｅ£SandN 6e lists ｏ/ non-nega£ive iyz£egerswith # N≧itiS.Then ｕ,ｅんave the
ｆｏｌｌｏｉｏｉｎｇｅｘｐａ几ｓｉｏｎ　foｒｍｕlaｓ･
　i)，ｂｒａｃｆｅｅt(Ｓ,　Ｎ)
＝Σ
　;1ご,４s,s）
R＊Ａ-Ｉ　bｒａｃｆｅｅt(ｒｅｓt(Ｓ.　ｓ),del (Ｎ.　Ａ))
　foｒｅａｃｈｉtｅｍ.ｓ oj Ｓ゛.
ii).ｂｒａｃｋｅt(Ｓ,　Ｎ)
　　＝Σ　　　Ｓａ　ｂｒａｃｋｅt(Ｓ,　ｄｅｌ(Ｎ.　Ａ)).
　　　;ぼ≫iV-JS
iii).ｂｒａｃｆｅｅt(Ｓ,　Ｎ)
＝Σ
　　/ICS
R＼-A S'f-"･゛)-･j4　&Γαｃ加£(del(S, A),　ｒｅｓt(Ｎ,几))
fｏｒ ｅａｃｈｉtｅｍ 几ｏｆ Ｎ.
　　Proof, i). This is easilyinduced from Lemma 1.1.
ii). This is proved by the induction on ＃Mlf＃7V＝O or S= [1 then the resultis clear. So
we assume that ilfAC> 0 and Ｓ＝［ｓに］･By the definition of bracket, we have that
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　ｂｒａｃｋｅt（［s＼T],N］　　　　　　　　　　　　　　レ
＝Σ
　;麗４s,s）
R'ａ-.　ｂｒａｃｋｅt(ｒｅｓt(Ｓ,　ｓ),del (N, A))
Since Hfdel(N, A) <#N, we have, by the hypothesis of induction, thE!t
＝Σ
　謡ご
■≫<≪S,.)
R゛Ａ－。　Σ
　　　　Zj⊂<UI(N. A)　　　　IB=td,･J<N, A)-t rttlCS..)
S８ ｂｒａｃｆｅｅt(ｒｅｓt(Ｓ.　ｓ).ｄｅｌ(del(Ｎ,　Ａ), 5)).
Since ･iideUN. A) =≫N-≫A and ≫res£(Ｓ,　ｓ)=≫S-in.d(Ｓ,　ｓ), we have that
　　＝Σ　　　R'a-i Sb ｂｒａｃｆｅｅt(ｒｅｓt(Ｓ,　ｓ),del (Ｎ，　ＡU5))
　　　れ二‘μり1
＝Σ　　　Ｓ。　Σ　　j?t,-｡　ｂｒａｃｋｅt(ｒｅｓt(Ｓ.　ｓ)' del (del (Ｎ,　Ｂ).A))
　ｒ。-,s　　;淡淡輿)　　　　　　　　　　，
＝Σ
　霖ご，jｖ_，s
S8 bｒａｃｈｅt(S, del (Ｎ.　Ｂ))．
iii). We shall prove the induction on #S. Let Ｓ＝[]. Then we have that
　　ｂｒａｃｋｅt([]，Ｎ)＝ふ＝Ｓが'り)Ｓ。t(,い)＝Ｓが“｡･'bracke£([],　ｒｅｓt(N.n)).
Then the formula is valid in the case S=[]. From now on we also use abbreviations わ0 ，ｒ0 ，
０，ば) and d{ ) foｒ　bｒａｃｋｅt(い?０,　itｅｌＯand ｄｅｌ０, respectively. Now let S＝[sけ]。恥
the definition of bracket, we have that
　　ｂｒａｃｆｅｅt(Ｓ,　Ｎ)　　　　　　　　　　　　　　　‘
　　＝Σ　　　ＲＶ.　ｂｒａｃｋｅt(ｒｅｓt(Ｓ,　ｓ),　ｄｅｌ(N,B))
　　　rぽifuKS.｡)
＝Σ　Σ
　i≧0　8⊂7V
　　　　indCD. n)=i
R'b-。bｒａｃｋｅt(ｒｅｓt(Ｓ.　ｓ),　ｄｅｌ(皿召))。
By the hypothesis of induction, we have that
＝Σ　Σ　　j?B-tΣ　　　　召1-。Ｓ？N. fl),n〕-わ･　b(d(r(Ｓ,　ｓ),A),r{d(Ｎ,Ｂ), n))。
　‘゛ｏ　DCN　　　詣昔'*V, B).｡)
　　　i(a≫)-■■
If ind (召.n)=i then ind(ｄｅｌ(Ｎ,Ｂ).n)=ind(N,n) -ind (B, n)＝　ｉｎｄ(Ｎ,几)-i. Then we
have that
＝Σ　Σ　　　Σ
　‘゛o $B=i(S。)係昔貳)－，
　　its. ≫)=i
j乱一。ＲＶａ Ｓ？｡゛)-‘-|'｀16(d(ｒ(Ｓ,　ｓ), A), r {d (Ｎ,　Ｂ), n))
＝Σ　　Σ　　　Ｒt-。Ｓ？｡･)－･“　Σ　　R'b-. b (d (べＳ,　ｓ)，λ)，「(ｄ(Ｎ,　Ｂ)./l))
　i≧0　昔丿叙)｡)-，　　　　　　　　　ａこ(s,｡)　　　　＞　　　"
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i(B.n)-i
＝Σ　　Σ　　　Ｒ’i.-Ａ Ｓ？－)-‘-ｓ・　Σ　　阻s｡-｡)‘･Ｒsべa.n)-.びり(べＳ.ｓ), A).r (d(Ｎ,Ｂ),≪))
　i≧o　畠以)｡)-，　　　　　　　　ぽ,(ｓ。)　　卜
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　HI).n)=i
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＝Σ　　Σ　　　　Ｒt一誓･･ifc.o S？.･)-i-･･‘　Σ　　R Vfl,i>)-≫・b{d(r(Ｓ.　ｓ),A), r id (N. B)バl))
　‘゛o;謡心)-，　　　　　　田阻.)
Since i?(Ｓ,　ｓ)-i=ind{Ｓ,　ｓ) -ind (A, s) =ind (del (S, A), s), ｄｅｌ(ｒｅｓt(Ｓ.　ｓ).A)=ｒｅｓt
{del is. A), s) and ｒｅｓt(del(Ｎ.　Ｂ＼n} =del{ｒｅｓt(N, n),B), we have that
＝Σ　Σ　　R＼-。Ｓ？･)-･･'Σ　　　　j?･a-, b (r (d (S, A), s). d (r {N. n), B))
　i≧o　j⊂Ｓ　　　　　　　　　　　ＢＣぺ[N.n)
　　　　1(低階")　　　　　　　　･fl=i≪/り4)..)
＝Σ　Σ　　　ＲＶａ Ｓが゛)-・Ａ　ｂｒａｃｋｅt{delis, A),　ｒｅｓt(N.n))
　j≧o　ACS
　　　　uu</t,i)-i
＝Σ
　ｎ１４凡a）
Rt-ＡＳが゛)-･j4　&Γacket {del (S, A),　ｒｅｓt(Ｎ，几)).
Then we have the result.
　　Lemma 1.3. IVe have theかllowi昭かrmula.
　i).Ifi≠ん話ａωe have£/zａ£
　Σ
a£M<rf>
R＼-k braeゐet≪･,.,:.≫≫is, del (N. n)}
　　　　　　　　　　　　£-i iX Ｂ―。bｒａｃｋｅt(ｒ心(S，(i，削).ｄｅｌ(Ｎ，　ＡUB))
is=iwl(S,<i>ふ
i≫i(B)n。lA) I il≪<;4.｡)'｡　iｘＵし<ｘＵ
ii)｡Σ　　Ｒt･-1 bｒａｃｋｅtｓ｡，－(Ｓ,　ｄｅｌ(Ｎ，孔))
二
a
E
⊂?ｖ
　IEigj?MU2
1(ａ)ｎ■ctiA)Iiiu<.4.n):o?}:o?
Sa R
B-k
bｒａｃｋｅt　(ｒｅｓt(Ｓ.　h),　ｄｅｌ(Ｎ.　ＡUB)).
iii)｡　1/ｎ≠m then ａ･ｅ/laりethat
　　Z Rに‘bracket ≪･･:.^(delis. i).N)
　　二瓦。　　　　　　　　R1,~A　Rl-B Ｓ‘が″･≫)-≪/<+1　Sｙ”｡')-･"bracket (delCS, AUB),
　　　ａ？∃Cニエー
(
乱4i):祠:凶
　　　　　　　　　　　　　　　ｒｅｓt(Ⅳ，[n, m])).
iｖ)■　1/ｎ≠ｍ　tｈｅｎＬｕefiaiﾉｅtｈａt
　　Ｓ。bｒａｃｋｅtｓ。=－(Ｓ,Ｎ)
＝Σ
　　４Ｕａ⊂S
　　影限
:1ひwn
RL-A　K
m-B
ＳがN.n)一皿４＋１　ＳがN.m-I-･ａ&Γαｃんet{del is, A･Ｕ３),　ｒｅｓtCN，[n, m])).
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ｖ)｡　1/71≠ｍ tｈｅｎ,　ｗｅｈａｕｅtｈａt　　　　　　　　　　　　　ご
　　　Σ　凪-，　bracketr':-'^ (del (Ｓ.　i)，Ｎ)十Ｓ。ｂ‘ｒａｃｈｅtｓ。'｡ｔurn(Ｓ,･Ｎ)
　　iEul(S)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i
　　＝Σ　　　　　　　　　　　　　R^n-A Rl-B giii<<≪,in)-･ｓbracke£(delis, AUB),
　　　AUBCS　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご1余G5り;9X:1
∩ls･KB)卜≪i(B,i):o<M)ト･＆fl　　　　　　　　　‘
＋ Σ
rｅｓt(Ｎ，[n, m]))
　　　　　　I＼ n-A R m-B Ｓ？″･I))-8/1+1 S？(″･m)-IB
1白ぼ?ぶv.i.)
朗唱巴ｚ城辺l-$a:oMor
十Σ　　　　　凡
　1ぶだご･趾｡。
　　　　　　　　ｂｒａｃｋｅt(delis, A UB),　ｒｅｓt(Ｎ，[n, m]))
仁一ｓSir*"'"'十ISがN,n)- IB bｒａｃｋｅt(deliＳ,　Ｂ),　ｒｅｓt(Ⅳ，[n,m])).
Proof.　i). By the definition of bracket and Lemma 1.2.i),we have that
　Σ　　R n-k　bracke£≪',-,―(S, del (N, n))　　　犬
=Σ
　kEuKM
Rt､-、　Σ　　　£-i 　bｒａｃｋｅt　(､ｒｅｓt(Ｓ、i).ｄｅｌ･(Ｎ。(41削))
き拡
ミ
＝Σ　　　Σ　　　　Σ　　　rt＼-i Ri｡I。≫ b (r (S,[i,　h]), d (N,[n l･AUB]))
　KEXlt″)Ｅ河Lr湾忠咄)
＝Σ　　　Σ　　　　Σ　　　iZU-, Rt｡ifl]-≫b(r(S, [i. k]),d(N,[n I AUB]))｡
　゜'‘(＜　Ｂ-i(Ｓ.li)ll旅ど1)
Now we decompose ［al召］and ｊ４into 召，Ｕ召2U瓦Ui･･UBi+B +≫and
A, Ｕｙ１２Ｕ／１３Ｕ…Ｕ
ﾒ14･＋･＋ｐ，respectively, satisfying that each Bi andふis consisted by ａ single item and 召,∩瓦＝
[landふ∩ん＝Ｄｆｏr i≠j,Ｂ･nA= [1 for l≦i≦λ, 5,+,nふ≠［］/ｏｒ 1≦i≦μ十μ，Ｂ∩ふ＝
[]forμ十lﾉ＋1≦i≦μ十lﾉ十ρ，＃ムis even for l≦i≦μａｎｄ＃ふis odd for μ＋1≦i≦
μ十u . Since i几d (A, n) is even, n must be contained in召■ for some i with　1 ≦i≦λ十μ. If
λ十μis even then the summation of monomials contain i?*≫-≫is zero else it is non zero. Since
the condition λ十μis odd is equivalent to the condition ＃Ｓｄ（珀－＃｛征Ξset {A) r＼set(B)
｜政
＝Σ
　　!E宍kｕ
(４)ｎ。(D)IinJC/t｡),｡･dd):odd
凪-, ＲＶ，ｂｒａｃｋｅt(ｒ直(ｓ,[M^.deliN.AUB}).
ii). This is proved by the essentiallysame methods. By the definition of bracket and Lemma
1.2.ii)、wehave that
　　　Σ　Ｒ｀､－､、bｒａｃｋｅt　ｓ、･...(Ｓ､　ｄｅｌ(N.a))
　　nEnlM
=Σ
　　nExlCn)
＝Σ
　　leslt(哨
=Σ
　　lEulCS)
＝Σ
　　iemCS)
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　　Σ
tB-CUsM
Rt｡IBl-≫ bｒａｃｆｗtｓ。，－(ｒｅｓt(Ｓ.　k),　ｄｅｌ(N,[n l 創))
　Σ　　　　Σ　　‘椚｡|，ト，　＆　bir(Ｓ,　h), d (N,[ａに４Ｕ３]))
∂⊂<≪,!.)A⊂貳凡[ala])
Jfl=l(S,≫)　に)゛jコｓ-1
Now we decompose [n IB］and /1 into Bi UBzUB, U…UJBλ+ 11+≫and ／１１Ｕｊ２Ｕｊ４３Ｕ…Ｕ
ﾉ1μ+ +0, respectively, satisfying that each Ｂｉａｎｄふis consisted by ａ single item and 召,∩瓦
= [1 andふ∩ん＝Ｄｆｏｒ i≠j，　Ｂ.nA= [1 for 1≦i≦λ，召ｎ,∩Å,≠[]for ･1 ≦i≦μ＋1ﾉ，
召∩ふ＝Ｄｆｏｒμ＋1ﾉ＋1≦i≦μ＋1ﾉ十ρ，＃ふis even for　1 ≦i≦μａｎｄ＃ふis odd for
μ＋1≦i≦μ十V . Since ind (A, n) is even, n must be contained in B, for some ｉ with　1 ≦i≦
λ十μ.lfλ十μis even then the summation of monomials contain 沢t｡-4is zero else it is non
zero. Since the condition λ十μis odd is equivalent to the condition ＃ｓｅ£(B) - i {neset
（Å）ｎｓｅt（３）□?（Å。z）:odd} is odd, we have that
＝Σ
　　４Ｕｇ⊂7ヾ
　　!Eiﾀj?9E
φ4)ｎsz(ｓ)liadい,-):(x伺:?ｄ
Rt,。4＆　6Γαｃんｅ£(ｒｅｓt(Ｓ.　h).ｄｅｌ(N.AUB))。
iii). This is also proved by the essentiallysame methods. By the definition of bracket and
Lemma 1.2.iii),we have that
　　Σ　R'n-, braeんetR'i: .um {del (Ｓ,　i)，Ｎ)
　　ie≫i(s)
　Σ
;堵敲｡）
　Σ
/ICdCS.i)
沢皆?柚ＳがMa)-≪Ａ　ｂｒａｃｋｅt(del (S,[i＼A]),　ｒｅｓt　(Ｎ,几))
　Σ　　　召皆恥j　K m-B g.Wn)-･４
即位芦
　　　　　　　　　　　　　　　　　　XSｒ･･）-･ｌ　b (d is,［i I AUB］), r (N.［Ｒ,　ｍ］））.
Now we decompose ［ilj］ａｎｄ召into A,UA2UA,U--･LJyi j+≫+v and Bi UB2 UB3 U ･･･Ｕ
召μ+ +≫,respectively, satisfying that each Ai and B,-is consisted by ａ single item and Ai∩Å/
＝Ｄａｎｄ BinBi= [] for i≠j，ふ∩5= [] for 1≦i≦λ, A,+i∩３,≠[]for 1≦i≦μ+ I',
Ar＼B,= [] forμ＋1ﾉ＋1≦i≦μ＋1ﾉ十ρ, #s,- is even for 1≦i与μand　＃召，iｓ odd for
μ＋1≦i≦μ十v. Since ind (Ｂ.　i）iｓeven, i must be contained in Aj for ｓｏｍｅ｡ywith　1 ≦ﾉ≦
λ十μ.lfλ十μis even then the summation of monomials contain 召にi is zero else it is non-
zero. Since the conditionλ十μis odd is equivalent to tｈｅｃｏｎｄｉtｉｏｎ＃ｓdG4）－＃｛iEΞset
（j4）ｎｓｅt（ｊ）□?（３パ）:odd} is odd, we have that
=Σ
　　ｊｕａ二Ｓ
　　１≦・ﾒ1≦ind(N､l.)+l
　　IBSinJ(.N,m)iiｕＫＢ､i):od司:odd
沢t-。沢t-。Ｓが″｡≫)-≫/<゛ISが″･m)-≪fl ｂｒａｃｈｅt(deliSlAU召)
　　　　　　　　　　　　　　　　ｒｅｓt(Ｎ，[ｎ,　ｍ,]))｡－
iv). By the definition of bracket and Lemma 1.2.iii),we have that
　　Ｓ，ｂｒａｃｋｅtｓ。･｡－(Ｓ,Ｎ)
50
＝Σ
　ACS
＝Σ
　　　高知大学学術研究報告　第36巻(1987)　自然科学
召t-。Ｓが,≪.≫)-･ｊ＋1　bracke£ｓ。:..≫{del is, A)√ｒむｓt(Ｎ，几))
　　　　Σ
は回n影臨。
Rt-。 Rl-B Sｙ･)-･･‘→･･Si"--'-''b(dCS,AUB),riN,[ａ，ｍ]))
Then we have the result.
v). This is easily induced by iii) and iv).
2. Differentials of brackets
　In this section we shall determine the differentials of the brackets. From now on we also
use abbreviations 60 ，dO パ0 ，ｒo　and ｓ（□or brae加£0 ,　delO パ,μ0 ,　ｒｅｓtO　andｓｅt0 ，
respectively.
　　Theorem 2.1.　ＬｅtＳ ａｎｄ N be liｓtｓｏｆｎｏｎ-nega£iue integers ａ＆£hat #S≦#Af. Then
ωｅ /Zaひｅ哨ａ£
　　　ｄｂｒａｃｋｅt(Ｓ,　Ｎ)
　　　＝Σ　　Σ　　　　{Σ　　Σ　　　　　　　　　　　　絹。1・ト，　b(r(S. [i, a]), d(Ｎ.　ＡＵ３))
　　　　ａＥs(S)ａＣ７ヾ　　　　　iE･<S)A⊂A.N.B
　　　　ａ床7ヾ　IB-HS,ii)+1　　　　　　にぱたJ。)ｎ｡(。0Ii(.A.｡):<≪U):｡。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・
　　　　　　　十Σ　　　　　　　　　　　　SI。lCl b (r (S,･a),diN,BUC))}
　　　　　　　　ｉｇば-≫S-1h(Ｓ)|一≪(≪Ξ:≪(fl)∩H(OI KCa): odd):~44　　　　　　　　　/I/　　'ﾆ　　　1/加/　｀ﾆ　ｄ
　　　十Σ　　Σ　Ｒ２-。b(S,[a ＼d{N,几)Ｄ　　　－　I
　　　　aSWUS　nEI(jV)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｀
　　　十Σ　　Σ　R%-。{Σ　j?‘｡-，　＆臨。≪≪ (d (S, 0. d (N. n))
　　　　　　　十Ｓ。ｂｓ。，。４,１(Ｓ,ｄ(N,n))}　　　　　　　　　　　　　　‥
十Σ　　Σ　j? S:-。{Σ
　　　　　　　　　　S芯欧j3とマ
　　　　　　　　　　9 ･('I)一≪(isKi)n<fl)|.(fl..):<xifl:odd
召1－。R'n-B ･Ｓ？｡≫) ≪^0- 1
b (d (S,しAUB), r(Ⅳ,[n, a]))
十。£ｃｓ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jR a-A jFv
ft-0
Ｓ？｡゜)‘“゛I　giC.n)-<H- 1
　　1HAmN.a)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y
　　S啖=昌:悶圀|胞域２､ｔ皆な如才な'
十Σ
　1器々にし。
　　　　　　　　　　　　　‾　b(d(S,AUB),･r(N,[n, a]))
R'L-B S'i"･･)’I　S？)-1“-ﾘ】･(d(s:βy.riN.ln. a]))}.
　　Proof. Since ｘ is ａ commutative differential algebra over Ｚ２ and the differential d is a
derivation, we have that
d ｈｒａｃｆｅｅt(Ｓ,　Ｎ)
一
一
　Σ　　Σ
iE･･:1(S) I.S・i(M
d (R'.-d brackeに。－(＆Z(Ｓ, i).ｄｅｌ(Ｎ，几))
十z。ｄ(Ｓ')bｒａｃｋｅtｓ。－(Ｓ,　ｄｅｌ(Ｎ,几))
＝Σ　　Σ　　Σ　　j?‘。-，　Ｒ‰　6臨。－(d(Sパ), d (N, n))
　iS^S) !≪.(≪)　ａ臨
十Σ　　Σ・　　Σ　　JR‘｡-，　Rl-。6心。－(d(Ｓ.　i), d {N. n))
　iEi(S)I1S<(M　ほ臨
＋ Σ..Ｒ‘．-，　Ｒ”!.-.64-,=－(ｄ(Ｓ, i), d {N, n))－　　－　　一
ie>(S) neiCV) as≫W)
　　ナ£ｇ。E S°沢:-゜ｋ-(Ｓ,　ｄ(Ｎ,几))
　　　　｡ｓ臨
　　十Σ　　Σ　　Ｓ。R°.-。わ４－(Ｓ.　ｄ(Ｎ，几))
　　^ｅ゛ ::臨
　　九五I S°R'n-a bSn-*vn ＼,Ｓ,　ｄ(Ｎ，几))
By Lemma 1.3.i)and ii),we have that
　　(1)刊4)
　　二乱){ぶ(ｓ)j?‘゜一二I j?2-゜ｈい.,, (d (S, i), d (N, n))
　　　｡応臨
　　　　十Ｓ°忌。)RI-゜ 6ｓ゛－(Ｓ.　ｄ(Ｎ,几))}
一
一
??????????
?????????
?????
?
?? ?
51
Ｒに，　RS-。b (r (S,[i，削].diN.AUB))
!fl=iCS,a)+:以ｎ。)。(。,｡):<≪W):｡,●
十Ｓ。　Σ　　　　　　　　　　　　Ｓａ　Ｒ１-。b(r(Ｓ,　ａ),･d(Ｎ,　AU5))}
　　　　巴応位jns(j4)li(j4,a)■.ｏｄｄしｏｄｄ
＝Σ　　Σ　　　　Ｒs-。{Σ　　Σ　　　　　　　　　　　研。I
/I]-!
b(r(S,[i,a'＼),d(N,AUB}}
　昌臨郡ご‘(ｓ.゜)゛l　　‘ｅ‘M=i(S.iVl。)ｎ。)I,(・｡｡):o<a):｡ｄｄ
　　　十。忌９)　　　　　　　　SI°IC]　＆(べＳ,　ａ), d(Ni　ＡUB))}.
　　　　SS)りV-JS-1｡(ｃ)。(ｃ,｡)'｡　ｏＵしｏｄｄ
By the definition of bracket, we have that
　　(2)十(5)
　　゜。。乱。｡Z {Z R‘。-，　R'n-。ba'a-i。。(ｄ(Ｓ.　i),d (N, n})
　　　　　　十ｓ。Ｒｚ-。ｂｓ.｡。｡(Ｓ,　ｄ(Ｎ,几))}
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　= Z Z jRS-。bis,[a＼d(N. n)])　　Ｉ　・　　　｀
　十｡。乱。,cs)倉(,。R%-a {Z R‘a-i 6Ri..i:･ｄｄ　(ｄ(ｓ.iXd･(iV. n))
　　　　十Ｓ。ｋ｡。(Ｓ.　ｄ(Ｎ,几))}｡　　　　　　　　　　　'‾'
By Lemma 1.3.iii)and iv), we have that
　　(3)刊6)
　　二乱rf)
ned.tn゜{,£(ｓ)召‘｡-，　f)R'._::≪n>i　(d(S.･i),:d
(N, n))
　　　　　　　　十Ｓ。&４－(Ｓ,　ｄ(N, n}}}
＝Σ‥　ΣR',:-。｛Σ
aEI(/V)喊Ξl(司
　Σ　　　　　　　　　　　召ｔ－。Rl-B ｇｉＷａｌ－“゛ＩＳ？。≫)-≪fl-l
Ｍ‰。,。)．Ｈ
漂流E乱)r＼iCB)
Iicao■■odj):｡･dd
　　　×braeんｅ£(d (S, A U5), r (N,[α。z]))
十Σ　　　　　Ｒｔ-。K n-B Ｓ？･･)-･”ＩＳ‘l(K.i>)-≪fl-l　bXdiS.AUB),riN, [a,≪]))}
　S泄欧訟，　　　　　　　　　　　　　　　　　バ
＝Σ　Σ　R1-。｛Σ
AUB⊂S
　A=i(N,a)+ ISｓ≦･MaH
・.(/≫-・(iei(yt)n.(fl) I iW.i):<M):o?
R＼-Ａ Ｘｌn一８Ｓ？･゛-･"-' b(d(S,A＼JB),r(N,[a,n]))
十Σ
　ほぶ㈹だ･r)
　S啖=昌:鵬:回翻ゴ|忿‘こ搬ｔＷヤｔr
　　　　　　十Σ
　　　　　　　Ｓ⊂Ｓ諧μぷに。
Then we have the results.
Ｒｔ－。･R'^-B Ｓ？。゜)- 1-4+ 1　Ｓ‘＼iN,n)-9 0- I
　　　　　　　　　　　　　６‘U(S,AUβ), r (N,[ａ，几]))
Ri-B S"."-･)→-Ｉ　glWn)-･ｊ-１　bid{S,AUB),r(N, [a,n]))}.
Corollary ２.２. 1f S （ｍｄ Ｎ ａｒｅｂｏth ｓｅtｓ，tｆｉｅｎ.　ｗｅｈａｖｅ　that
　ｄ ｂｒａｃｋｅt(Ｓ.　Ｎ)
　＝　Σ　　ｂｒａｃｆｅｅt([αＩＳ]，[α｜制]
　　ａ応s･1(≪)U≫≪<(S)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　十Σ　Σ　Ｒ‘1-。SI　bｒａｃｆｅｅt(Ｓ,　ｄｅｌ　(Ｎ,[αふ]))。　卜
Corollary 2.3.　1/ N iｓａ ｓｅt ａｎｄ Ｓ　iｓ　ａ　liｓt,　tｈｅｎ,ｗｅ ｈａｖｅ･=£hat
　ｄ ｂｒａｃｋｅt(Ｓ,　Ｎ)
＝　Σ　　Σ　　　　RS-。ｈｒａｃｋｅt(ｒｅｓt(Ｓ,　ａ)，[!α|･＆1(尽力)])
　““臨　SgTゴｓ'゜)゛1
十　Σ　　　Σ　R1-。bｒａｃｋｅt(Ｓ,･ｄｅｌ([a ＼N], n))
　ａ応Mt(W)UulCS)rtiΞN　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
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Σ　Σ　択一。{Σ　(Ｒ‘｡-,)２ ｂｒａｃｋｅt(del(S,[i, i]), del (N,[a, n]))
aer/　n^ff　　　　[i,1]⊂s
　　　　　　　　十SI　bｒａｃｋｅt(Ｓ.　ｄｅｌ(凧(α，削))}。
Corollary ２.4. If S iｓ(ｌｓｅt（ｍｄＮ ｉｓa liｓt, tｈｅｎ,　ｗｅｈａｕｅtｈａt
　ｄｂｒａｃｋｅt(Ｓ.　Ｎ)
　＝Σ　　{Σ　(m-。)2　Z　R‘｡-，　ｂｒａｃｋｅt(delis, [i, aD.deliⅣ, in, n]))
　　::１(,。　[a.a]ＣＮ　　　　　　ｉ＾Ｍt(ｓ)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
I
十Σ　RS-。　Σ　　　　　　　　　　　　　SI。lclろｒａｃゐet (del (Ｓ,　ａ).ｄｅｌ(Ｎ.　ＢＵＣ))}
　ｎご，　　　霖吋７)ｎ。
　　　　　　　<ul(S)一≪(nEf<t(S)nf≪(C)IinJCCn):･xun:?d
十ダΣ　Σ　RZ-。{bracket (Ｓ,　ｄｅｌ([a＼N].n})
　a^Su―t(.N)neMt(/O　　　　¶　　　　　　　　　　　　　　　・
　　　　　　十Ｓ。bｒａｃｋｅtｓ。，。。(Ｓ,　ｄｅｌ(Ｎ,几))}
十Σ　　Σ　Ri-。{Σ　　　Ｒt-。R".-。OiCV.")-･ｓ-１　b (d (S,･AUB),r(N,[α，祠])
　aeKM　≫£･<≪)　　　　/Iuses
　　　　　　　　　　　≪ ･(/t):odeだl#Ｓ≦i(W,n)-1
十Σ
　1影包臨か昏々ご
十Σ
　MI問ぷに。
j?t-。沢公一。Ｓ？･･)-゛“IS？｡･)-≪B-l　b{d(S,AUB),r(N,[a.n']))
Rt、-。Ｓｙ.・)＋I　S‘ｙ)-･’-1　b(d(Ｓ.　Ｂ)げ(凰(α、祠))}。
　Corollary 2.5.がSandN are list such that ind (Ｓ,　ｓ)≦２　foｒｅａｃｈ,　itｅｍｓ０/Ｓａｎｄ　ｉｎｄ
(N,n}≦２かr each item n ofNバ/zａωｅ have£/la£
　　ｄｂｒａｃｋｅt(Ｓ,　Ｎ)
　　＝Σ　{Σ　(別-。)２　b{d(Ｓ.　ａ), d([a I刈，匯閲])
　　　囲，[6,6]⊂N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
1
　　　　＋
[6,ぶ⊂N･Jk]
Ｒ‘｡。Ｒに　j?i-。Ｒ‰　bid is, [i, i, a]), d(iV,[b, b,司])
　　　　　6≠e　　iCS.i). 2
　　十　Σ　　　　SI｡。11]　R%-。担-。b{d(Ｓ.　ａ), d (N,［b,b,c＼A］））｝
　　　狩ぼし
十Σ　　｛Σ　　　Σ　　　Ｒ‘｡-ｉ　Ｒｓ-。Ｒｚ-。Ｒ７-。b id (S,［i, a.α]), d (N. [a, b, c]))
　af･(≪) i(S,i)-1ぽふ･
　　十
ietCs) [b･Z
R‘゜-, b(［I,　ａ,ａ,ａ］,[b, b, c, c])
×b (d (S,[i, i, a, a],d{N,[b, b, c, c]))
十Σ　　　Σ　　　Ｒ‘｡-，　＆([I,　ａ,ａ,ａ]，[b, c, d, e]]
　欧
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×b(d(S, [i,i. a,a]),d(N, [b. c,ヽd,詞))
十　Σ
　照屈-1
十　Σ
　防訟1趾2
十　Σ
　呟拡が
Ｓ。ＳａＲ１-。RI-。j?S-。b (d (S,[α，α])。d(N,[b,c,d＼A]))
ｓ. ｓ＊ b([α, a, a].[b,b,c,司)b(d(S,[α，α]).d{Ⅳ,[b,b,c,c＼A]})
S。SI。｡Ml Rl-。刑-。別-。bidiS,[ａ,ａ]),d(N.[b, b, c,c,dに4]))}
十Σ　価αｃんｄ（［αＩＳ］. [ a I TV])
　:謳
　　　九z　2 R'.-゜沢s･-'R'.-‘b(d(S｡[i' i])'‘ｄ[N,[n, n]))
　　　十Σ　　Ｍ-。Ｓ。Ｓ｡ｂ(Ｓ,　ｄ(N. [n, n])))
　　　　咬泌2　　　　　　　　　　　　　　　　△，
九Ｌ　ふ凡i-。　{IJ。(召い゜)' bid is.[Ｑ,　ａ]),d (N,[“'“]))
　i(Ｎ.ａ)-l　.(≪.≫)=1
十SI　＆(Ｓ,　ｄ(Ｎ，(α,/l]))}
＋｡z　｡z　沢z-。　{l｡2 (R‘;-゜}' b{d(S.[ａ,　ａ]), d (.N.[“λ]))
　i(Ｎ.ａ)-l　i(ｙ,a)=2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　'
　　　　十l｡5．沢い゜ＲＩ-゜ b U (S,[゜'祠], d (TV, In. ≪]))
　　　　十三　Sa b([゜]･[“･削]bid is. [a]),d(N. [a.n.n])}}
Σ‥　j?:-。｛｡Σ　＆.バ･ｌ　　ｊ１皿一ａ
ａＥ･<≪)　≫£.(≪)
((≪,<.)= J　■(≪.≫)-1
[.■.6c]CS
R°。-。R a-i R'a-c b yd (S,･[a, b, c]), d (TV,[ａ.ａ.ｎ]))
　　　十Σ　　R°a-。rta-b S。b (d (S,[ａ，６]),d (N,[a,a, n]))
　　　　[４]⊂ｓ
　　　十Ｓ１　６(Ｓ.　ｄ(況(α，α，祠))}
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１　　｀|　　　　　●　　　●十Σ Σ R2-。{ Σ ＆([a, a, b, b], [a,a,α，祠)
　aSa(.N) netぶ，　　　以゛｡tics
　　　　　　　xb(d(S,[a, a, h, b]},d(N, [a,a,n.n]))
　　　十　Σ　　6([a, b, c, d]，[a.a.a, n])6(d(S,[ａ,b, ｃ,ｄ]),d{N,[a,a,｡n. n-]))
　　　　ro.4,c,ii)CS｡，
　　　十Σ　　６([a, b, c]，(α,ヽα，α,n]) b id (S, [a, b. c]), d(N,[a,a,n, ≪]))
　　　　勁優)。
　　　十Σ　６([ａ,　ａ],[a,a, n])S。b (d (S,[ａ,ａ])･.d{N,[ａ, ａ,　ｎ,　ｎ.]))
　　　　〔a,a〕⊂ｓ
　　　十Σ　＆([ａ]，[α，祠]SI b(d(S.[祠],･ｄ(皿[ａ, ａ,ＴＶ,　ｎ]))}
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3. Some relations of Ｈ＊（Ｘ）
　　In this section we apply Theorem 2.1 and its corollaries to pick up systematically the
defining relations of H*(X).
　　We first quote the defining relations proved in ［7 : Theorem ３,5］ａｎｄ［6: Theorem 2.2,
3.1, 4.1, 5.1]. These are directly drived from the results in section　2 . So we omit those
proofs.
　Theorem 3.1. ＬｅtＳ＝［i。il,…,し，］ａｎｄ Ｎ＝［7i.;2.…j･，I］Ｌｕith　ｎ≧0, io+ 4≦ｍ≦i，
+ 2n十4，0≦i,＜ilく…＜に。snN=［］,SUN=［to, f0 + 1 , io十2，･･･, io+ 2几＋3］ａ?
収≦io+2 (p-ﾆｉ）－１ぴし≧m, in+2≦to+ 2n+ 2ぴm = io + 2几+ 4 andに･≦io+ 2几十･1
if　ｍ≦io+ 2n十3 , in addition to &ei昭i，≦io+ 2p- 1かr each p such£＆£1≦ρ≦n+ 2.
Ｔｈｅｎｕ)ｅｈａｕｅtｈａt
　　ｄ ｂｒａｃｋｅt(Ｓ，[TTl, TTl l jV])
　　＝Σ　(Ｒ‰。)* 　ｂｒａｃｋｅt(deliＳ.　ip)，[い制]，
ｗheｒｅ ｒ iｓ tｈｅ ｌａｒｇｅｓtむｘｄｅｘｐ ｓt↓ch tｈａt i。＜ｍ(ヽ1≦ρ≦n+ 2 )ａｎｄ ｓ iｓ tｈｅ ｌａｒｇｅｓtｉｎｄｅｘｐ
such that ip=iii + 2ρ－１(１≦ρ≦ｒ)。
　Theorem 3.2. ＬｅtＳ＝[i。il,…，i｡]ａｎｄ　Ｎ＝り，ｊ･,…，j｡]Ｌｕith n≧1，3≦z71≦2n+ 1,
０＝ｉ,くil＜ｈ＜…<L, SnN=[],SUN=[0, 1, 2,…, 2n]α?ら≦2(p- 1 )びら≧m,・
ね≦2n- 1 ぴm=2n+ 1ａｎｄ. i，≦2n- 2 ぴｍ≦2 n, in adぷ£ion to being i.≦２ ｐ ｆｏｒｅａｃｈ
ｉｎｄｅｘｐ．Ｔｈｅｍむｅｈａｖｅtｈａt
　　ｄ ｂｒａｃｋｅt(S, [m, m I m)
　　＝Σ　(Ｒ‰。)２　ｂｒａｃｈｅt(del (S, ij,[い刈]，
ｗheｒｅｒ iｓ　tｈｅｌａｒｇｅｓtｉｉｉｄｅｘ　ｐｓｕｃｈtｈａt i。<^m and s is £he larges£inde?X p sueん£/la£i。＝2ρ
(O≦ρ≦ｒ)，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　゛。
　Theorem 3.3. £etS=［i。il,…，i｡］（ｍ･，Ｄ，…, >H。）ｓａtiｓfｙｉｎｇ　tｈａtｎ≧0, 0 =
io<ii<…＜i。sr＼N=［］,SUN=［0, 1, 2,-･, 2n+3］ａｍｉ　ii.≦2八＋1かr each 1≦ｈＳｎ.
Ｔｈｅｎ,　ｗｅｈａｕｅtｈａt
　　ｄ ｂｒａｃｋｅt(Ｓ,　Ｎ)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●=●‥‥‥‥
　　＝Σ　SIわΓαｃんｄ([んIS], del (N,ん))．
I∫tｈｅｒｅｅｘiｓtａ几抗ｄｅｘ ｐ ｓｕch tｈａt ip= 2ρ＋1　£/z,?yl£he summa£ion is ｒej£ｒic£ed as!;
tむｈｅｒｅｑ iｓ tｈｅｌｅａｓt 伍ｄｅｘ ｐ ｓｕch tｈａt i9＝2ρ＋1
UＥ.N
≫<2i;+l
゛しｓ．
ｙ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●｡¶　I●　¶.I　　I●’゛･　¶●１
　　Theorem 3.4.£ｅ£Ｓ＝［io, ii,…，ね］ａｎｄ　Ｎこ［i'./z,…ｊ…］ｓαふ/ｊ心£/zａ£ｊ≧O｀ﾝO⊇
i,くｉ,＜…＜i｡.snN=［］,SUN=［0, 1, 2,…, 2rt+4］and ih≦2八＋2 foｒ ｅａｃｈ ｌ ≦ん≦４.
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Then W have £hat
　　ｄ ｂｒａｃｆｅｅt(Ｓ,　Ｎ)
　　＝■　ｓ＼ ｂｒａｃｋｅｔ([削Ｓ],　ｄｅｌ(Ｎ.h))。
1/ theｒｅ ｅｘiｓt ａｎ　ｉｎｄｅｘｐ ｓｕch. tｈａt ip＝　2p＋2tｈｅｎ tｆｉｅ　ｓｕｍｍａtion iｓ ｒｅｓtｒictｅｄ ａｓ Σ　　，
ID heｒｅ ｑ iｓ th.ｅｌｅａｓtｉｎｄｅｘｐ ｓｕch. that Ip
Liρ＋2．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１く2
,+ 2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｢４
　　Notations. If ｘ is any real number, we write fxl = the least integer greater than or equal
to X (the “ceiling" of x). This notation is used in {31.
　　Theorem 3.5.Ｌｅt h≧- 1, i≧max [k, 0 } and n≧T(ん＋1)／２丁Ｌｅt Ｓ＝[ioパ1,…パ｡]
ａｎｄ Ｎ＝'[八，石，…,ム。3]ｓａtiｓfｖむ1g tｈａt i,くi,く…くi。snN=[], SUN=[i－h.　i-k十1，
i－八十２，…，i一ｋ＋2几＋3],　lo　＝　l一h,　i．≦i－八＋29－１ぴ宍1≦9≦｢(ん＋1)／２]バ,≦i－八＋
29＋1び｢(八＋1)／２]＜９≦n. Thenωｅんave tｈａt
　　ｄ ｂｒａｃｆｅｅt([iパIS]，Ｎ)　　　　　　　　　　　　T‥
　　二，Jし
ｰ。　
(月山)* 　ｂｒａｃｋｅt([“ｌｓ].ｄｅｌ(N, a)?･
If　tｈｅｒｅｅｘiｓt ａｎ　ｉｎｄｅｘｑ ｓｕch tｈａt i，＝ i-k-＼- 2o+ 1 the几£/Ze｡summa£ion is resひ必£ed as
　　　Σ
i≪aくi-k+ 2p+ I
aqΞS
,　ｗheｒｅ ｐ ｉｓ tｈｅｌｅａｓt 伍ｄｅｘ ｑ ｓｕch t九ａt i,= i―八＋29＋１．
　Theorem 3.6.£ｅ£Ｓ＝[i。il,…，i｡]ａｎｄ. Ｎ＝[八,ｊ,･･･，　J。＋　｡]ｓａtiｓfｖｉＲｇtｈａtｋ≧0，几≧
｢ん/21，0＝i,＜i2く…くi｡，ＳｎＮ＝[],SUN=[OJ1，2ソ･, 2n+A]and i.≦２９びＯ≦９≦
｢ゐ/2＼U≦2o+2び[ん/2]く9≦n. Thenωｅ尨回£加£
　　ｄ ｂｒａｃｋｅt([k,k＼S]，Ｎ)
＝　Σ　　　(i?i-≫)' 　bｒａｃｋｅt([αIS].ｄｅｌ(N. a))･
　ag＜2？4
なりlere ex is£an index a such£＆Z£i,= 2q+ 2 then the summation is ｒeS£ｒid?ａＳあくa<2夕＋2　j
ｗheｒｅｐｉｓ tｈｅｌｅａｓtｉｎｄｅｘｑｓｕch　that iｑニ2o+2.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　４ｓ
　　Now we shall discuss the defining relations of the form giS) g(S') =…. The first Theorem
is proved in [6 : Theorem ２.!].
　Theorem 3.7.£ｄＳ＝[i。il,…，i｡]ａｎｄＮ＝り。jl,…，j･-tl]sα£isfyi昭that n≧0,0 =
to<ti<--･＜i｡パ,≦2k foｒｅａｃｈ１≦ん≦n,SnN=[]（1n£ｉＳUN=[0, 1, 2,…, 2n+ 2 ].
Ｔｈｅｎ　ｗｅ　fiaｕｅthat
　　ｄｂｒａｃｋｅt(delis,0), Af)
　　= S 0 braeんｇ£(Ｓ,　Ｎ)十Σ　S≫bracke£{del([副剛，じ0 ), del {N, k))。
tｈｅ ｌｅａｓt　ｉｎｄｅｘ ｑ ｓｕｃｈ tｈａt i，＝　２ ｑ.
,　ｗheｒｅ ｐ ｉｓ
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　　Proof. Since del (S, 0 ) and 7V are both sets with delis. 0)∩A^= [] and del (S, 0) U
Ⅳ= [1, 2, 3,…, 2n十2], we have, by Corollary 2.2 and Lemma 1.2. i) and iii), that
　　ｄ　ｂｒａｃｆｅｅt(delis,0), Af)
　　＝ｈｒａｃｋｅt([0 I del is, 0 )]，[ｏｌ刈]
　　十Σ　Σ　択一。S1　bracket (del (S, 0 ), del {N,[a, n]))
　　＝Ｓ，bｒａｃｋｅt(Ｓ,　Ｎ)十Σ　SI bｒａｃｋｅt([aI del (S, 0 )],　ｄｅｌ(N.a)).
Next we assume that there exist an index g such that i,= 2q and‘p is the least index g such
that L=2 9. l£ｈｅＮ with ん≧2 p then del ([んIS], 0 ) contains p ― 1 items ii, ６,…,　Ip-1
less than 2 p and del (Ｎ.　h) contains p items jo, ji,…，か１ less than 2 p. Since # del ([んＩＳ]，
0 ) =idel(.Ｎ,　fe), by the definition of bracket, R'f,-i, with jq^L must be appear for each
monomial. So in this case, we have ｂｒａｃｋｅt{deli[削Ｓ]，0).ｄｅｌ，(皿ん))＝０．
　Theorem 3.8.Ｌｅt Ｓ＝[i。i･,…，i｡]ａｎｄ Ｎ＝[.j,. J>.…，Ｊ･ヽ々１]ｓａt耐蝕ｉｇ　tｈａt　ｎ≧1,io =
0, ii= 2, i*-iくi,≦2 k for ｅａｃｈ１≦ん≦４，Ｓ印Ｖ＝ＤａａｄＳUN=[0, 1, 2,…, 2n+ 2].
77加几ωｅんave£/zａ£
　　ｄ　ｂｒａｃｆｅｅt(deli[ＯＩＳ]，２)，(１１刈)
　　＝bｒａｃｋｅt([O]，[1，2])bｒａｃｋｅt(Ｓ.　Ｎ)
　　十　Σ　{(刑)２ Ｓｉ十(Ｒ?)2 SI} bracke£(ぬＺ([αＩＳ]，[０，２]).ｄｅｌ(皿[１，α]))．
Proof. By Corollary 2.5, we have that
　d bracket (del ([ＯＩＳ]，２)。(１１刈)
　= bracket ([ＯＩＳ],[1,2 IiV])
　十　Σ　　　R3-。{(m)' bracke£{delis.[0，2]), del ([1 17V],ia.βＤ,)
　　:ぜZ“W.1)
　　　　　　　　十SI bｒａｃｋｅt(deli[ＯＩＳ],2 ), del ([り7V],la.βＤ)}
By Lemma 1.2,we have that
　　＝(則)* ｂｒａｃｋｅt(delis,0).ｄｅｌ([2 17V]，1))
　　十刑Ｓｌ　bracke£(Ｓ,　ｄｅｌ([217V]，1))
　　十s?　6Γacket ([OIS],　ｄｅｌ([2 lyＶ]，1))
　　十　Σ　　　(椙)２ s? 則二6Γαｃ加£{del (S, [ 0 , 2 ]), del(N,[I,a,β]))
　　　:がｄ･1(MI)
十　Σ　(椚)２ SI 均一。ｂｒａｃｋｅt(del(S,[0，2]),　ｄｅｌ(Ｎ，[l,a,β]))
:ぜr“(≪,1)
＝(別)゛Ｓｌ ｂｒａｃｋｅt{deKS,0 ), del(N, 1 ))十別別S1 bracke£{delis, 0 ), deliN, 1 ))
十別ＳＩ Ｓ，&Γacket (Ｓ,　ｄｅｌ(Ｍ１))十S? Ri bΓαｃ加£(Ｓ,　ｄｅｌ(皿１))
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　十Σ　s? (m)' bｒａｃｋｅt(deli[αIS],[ d, 2 ]),　ｄｅｌ(戻[1，α]))
　　゜ｅめ'I)　　　　　　　　　　　　　　　'　　　ザ，
　十Σ(別戸SI bracket (del ([αｊｓ],[ o; 2〕),del (N,[１，α]))
By Lemma 1.2. iii), we have that
　　bｒａｃｋｅt([O]，[1，2])bｒａｃｋｅt(Ｓ. Ｎ)　　　　　J
　　＝別Ｓ２　bracket (Ｓ.　Ｎ)十別Ｓｌ　bracket (Ｓ.　Ｎ)
　　= (R1)' S2　ｂｒａｃｈｅt(del(SバD ), del {N, 1 ))十珀S･1 S2　bｒａｃｈｅt(Ｓ.　ｄｅｌ(皿１))
　　十･別別s,　6Γacke£(delis, 0).ｄｅｌ(皿１))十Ｓ卜良･　bｒａｃｋｅt(Ｓ,　ｄｅｌ(N,D).
Then we have the result.
　Theorem 3.9. ＬｅtＳ＝[i。il,･‥，i｡]ａｎｄ Ｎ＝[j。jlj･･･，.y･。1.ｓａtiｓfｙｉｎｇtｈａt　ｎ≧1,io =
Oパ1 ― 1 , i≫-i<Ci*≦２町ｏｒｅａｃｈ１ ≦ん≦n, Sr＼N= [1ＱＴｌｄＳUN=[0,1,2,…，２几＋2]α?
j 2 = 3 if n≧2. Thenωｅんaue£hat　　　　　　　　　　　　'゛　，
　　d bracke£(del([ＯＩＳ], 1),[２１制]　　　　　　'｀
　　＝bｒａｃｋｅt([Ｏ],[1,2])bｒａｃｋｅt(Ｓ,　Ｎ)　　　　'‾
　　十　Σ　{(犯)２剖十(刑)２ SI} bΓαｃんet{del ([α｜β],[0,□), del (N,[2，α])).
　　　ａＥｄ･1(M2)
　Proof. This is essentially same as above one. So we omit it.
　Theorem 3.10.　ＬｅtＳ＝[ioパI,-", i｡]ａｎｄ　Ｎ＝i[j。jl，…, /■≫+1]ｓａt吋蝕xｇ　thatｎ≧２，
10=0, ii= 1, 12= 2, t*-iくi4≦2 k foｒｅａｃｈ.1≦ん≦几, Sf＼N= [] andSUN=^[0,1,2,…，
２几+ 2 1. Thenωｅんａじｅ£んａ£　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｀
　　d {/J? bracke£(delis, 2),N)十R°2 braeんet {del is, 1 ),ダ)
　　十Σ　SI　bｒａｃｋｅt{deli[0,a ＼S]，[1, 2]), del (N, a}}}
　　＝ｂｒａｃｆｅｆｉt([Ｏ]，[１，２])ｂｒａｃｋｅt(Ｓ,　Ｎ)
　'十Σ　　　Σ　　SI cm)'　ｂｒａｒ.het(deli[α，βlｓ]工0，し2'＼),del{N, [a.βＤ).
　　　ａｅＮ　βｅｄｉｌ(≪.a)
　Proof.　By Corollary 2.5･｀″ｅhave that　　　　　・　　　　　　　し
　　d {R1 bracket (del (S, 2 ), N)十m bracket (del (S, 1 ), TV)
　　十Σ　SI bｒａｃｋｅt(del([0,a IS]，[１，２]),del{N,a)))
　　゛則{bｒａｃｋｅt(Ｓ･[2 17V])＋1．ぶ。SI i?≪-a bracke£{del (S･2),　ｄｅｌ(皿[“･β]))}
　　十刑　招　braeんet {del (S, 1 ), N)
　　十刑{わΓacket (S, [ 1 IN])十Σ　Σ　SI均一。，bｒａｃｆｅｅt(del is. 1 ).ｄｅｌ(Ｎ，[α,β]))}
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十Σ　SI {braeんet{del ([0,a IS]，2).ｄｅｌ([.り7V], a))
　　十bｒａｃｋｅt弐心1([０，αＩＳ]，１).ｄｅｌ([2＼m, a])
　　十　Σ　m-0 (m)' braeんet(del ([αＩＳ]，[0.1,2]), del(Ⅳ,[α，β，γ]))}
＝別別6Γαｄｅ£(deKS, 0 ),Ar)十別別　ｋzｃんetideliS, 1 ),7V)十別斗bracke£(Ｓ, Ｎ)
十Σ　SI別　&Γacket (del ([α1S], 2), del {N, a))十則則　bracre£(del (S, 1 ), m
十別別　bracret (del (S, 0 ),Ⅳ)十別SI　&Γacke£(Ｓ,　Ｎ)
十Σ　SI別　bracket (del ([αIS]，1).ｄｅｌ(Ｎ,α))
十Σ　ＳＩ Ｒ'i bｒａｃｈｅt(deli[αIS], 2), deliＮ.ａ))
十Σ　SI則　bracke£(deli[αIS]，1),　ｄｅｌ(Ｎ,ａ))
　　十Σ　　･Σ　　SI (Ri)^ 　ｂｒａｃｋｅt(deU[α，βIS]，[0,1,2]), del (N.[α，β]))
　　　ａ＾Ｎ　βecbl(.N.a)
　　＝ｂｒａｃｋｅt([Ｏ]，[１，２])bｒａｃｋｅt(Ｓ,　Ｎ)
　　十Σ　　Σ　　ｓl(坦)l　bｒａｃｈｅt(deli[α，βlｓ]，[0,1,2]), del (N,[α，β]))
　　　a&N　βEdlf(jV,a)
Then we have the result.
　Next we shall discuss the defining relations of the form ｇ(Ｓ)臨(ｙ)･＝….
　Theorem 3.11. ＬｅtＳ，＝[ii, 12,…，に](Ｓ，＝[]) and Ｎ。= [;･≪,ｿl,･･･,/n] sa出乃面ｇ tｈａt
４≧0, 0=i,く６く…＜i｡,Ｓ，∩凰＝[], SnUN.=[0,1,2,…，ｈ]ａｎｄ　ii≦２(友一１)かｒ
ａ池１≦ん≦ｎ.　Ａｎｄlet Ｓ’＝[i'o, i'＼,…ノ｡]ａｎｄＮ’＝[}'o< }≒，･･ ／]Sa臨かi昭£んａ£ｍ≧o;
2 n= i'oくi'1く…＜i’^｡Ｓ’∩Ｎ″＝[], S'UN'=[2n, 2n十１，ｈ十２，…, 2n+ 2 m+ 1]α?
ａ≦i'o+2友一1 for each 1≦ん≦即｡The几ωｅ /zａじetha£
　　ｄ　ｂｒａｃｋｅt(S.UdelCＳ’.i’o),del(N。，２几)Ｕｙ)
　　＝ｂｒａｃｋｅt(Ｓ。Ｎ，)ｈｒａｃｋｅt(ＳへN')｡
　Proof. Since Ｓ｡＼Jdelis≒i'o) and ｄｅｌ(Ｎ。2n) UN' ａｒｅboth sets with (Ｓ｡＼Jdelis≒i’。))
∩(del (N^, 2/i) UN') = [] and (S.Udel (S≒i'o)) U (del(N。2n) UiV') =deZ([0,l,2,
…,･2/1+2 z71十1 ], 2/i), we have ，by Corollary 2.2, that
　　ｄ ｂｒａｃｋｅt(SnUdelis'. i＼), del (N.. 2 n) UN')
　　＝Σ　椙らわΓαｃ加£is nildel (ダよo), NaiJdel (N≒ｐ))
　　＝ｂｒａｃｋｅt(＆,凰)Σ　坦ふbraeんet (del (ダゴo).ｄｅｌ(Ｎ≒ｐ))
　　＝ｂｒａｃｋｅt(＆,Ｍ)ｂｒａｃｈｅt(Ｓ≒N').
　Theorem ３.11. ＬｅtＳ＝[in, ii,…パ｡]ａｎｄ Ｎ＝[jl，パ,…，み]ｓａt吋蝕ＩＳ　that　ｎ≧0, 0 =io
<u<…くi｡, sr＼N=[], SUN=[0,1,2,…, 2≪]ａ姐Ｕ≦2たかr each 1 ≦ん≦几，Ｔｈｅｎｗｅ
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hａｕｅ　tｈａt
　　ｄ ｂｒａｃｋｅt(Ｓ，[2,1十2, 2/1+2 lyＶ])
　　= i??"-"' braeんet (S, [ 2 n十1, 2/1+2 ＼N])
　　＝　Σ(i?'A-i。｡←2)* 　bｒａｃｋｅt(del(Ｓ,　i＝), [tp I N])。
ｌｕfieｒｅｓ iｓ tｈｅｌａｒｇｅｓt　iTｘｄｅｘｐ ｓｕch tｈｏt i,= 2p(0≦μ≦以
　　Proof. By Corollary 2.4, we have that
　　　dbｒａｃｋｅt(S,[2n十２，ｈ＋21刈)
　　　　１　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｓ　　ｒ　‘
　　　＝Σ　(召‘£-,。。^)' {Σ　拓;-。bracket (del (S, [i,, i≫]),A^)
　　　　o≦ｐ≦n　　　　　　　　　O≦4≦4　　　　　　　　　　　　　　●｡1
　　　　　　　　　　　　十ｓ,。bracket(del (Ｓ,　ip)，Ｎ)}
　　　十刑¨‘　&Γαｄｅ£(ｓ，[2,1十1 , 2/1+2 ＼N])
　　　＝則¨1　hracke£(ｓ，[2zl十1, 2n+2　＼Ｎ])
　　　十Σ　　(R'A-i。。，)'　ｂｒａｃｋｅt(del(S, i。)，[i．＼Ｎ])/
　　　　o≦ｐ≦4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　.
lfpくｓ then ＆Z(Ｓ,　i≫)contains ｓitems io,…,　Ip-1,　Ip＋l,…パ･less than or equal to　2 ｓ and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c[i.＼N]contains ｓ十l items /1,…, /.and i。less than 2≒s.So we have the results.
　Remark. This is proved in [7 : Theorem 4 1.
　Theorem 3.13.Ｌｅt Ｓ＝[in, ii.･■･,in-1]ａｎｄ　Ｎ＝[ﾌﾟ0,;.,…，卜]ｓａtiｓ/ｖｉｎｇ≧1パo＝0，
し1 = 2 n― 2 , i≫-i<Ci≫≦2k foｒｅａｃｈｌ ≦ん≦n 1,snN=[1ぐindSUN=[0,1,2,…, 2≪]．
滅几ｄｌｅ£ｙ＝[goバヘ,…，几]ａｎｄ Ｎ’＝[j'oj≒，…汀･]satisfy i昭£hat m≧1，び0= 2ra・-１，
i'＼= 2 ≪,政一I＜心≦i'o+2友一１かｒ each 1 ≦ん≦ｍ,Ｓ’ｎｙ＝[]andS'UN' =[2n- 1， 2n.
2rl十1，…, 2n+2 mlＴｈｅｎ ｗe fiaｕｅtｈａt
　　dim-'　ｂｒａｃｋｅt(del(S. 2n-2)UdenS'. 2n). del (N,l2n-1 , 2n])UN″)
　　　十刑^-' 　ｂｒａｃｋｅt(delis,2n-2)Udel(S', 2。l－1),　ｄｅｌ(Ｎ，[2n- 1, 2/1])ＵＮ″)
　　　十ｂｒａｃｋｅt([２４－２１Ｓ]U delis≒[2n- I ,2n]).ｄｅｌ([2n- ２ １７Ｖ],[2n- 1 ,2n])Ｕ７Ｖ')}
　　＝ｂｒａｃｋｅt(Ｓ,　Ｎ)bｒａｃｈｅt(Ｓ≒Ｎ″)　　　　　　　　　　　，
　　十Σ　iRa'-ln+l)^ ｂｒａｃｋｅt{delis,2ra-2)U[a I del (S≒[2n-l. 2n])]，
　　　dSN'　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●rl　　　　　　　　・
　　　　　　　　＆1([2n- 2 17V]，[2/1- 1 , 2n])Ｕｄｅｌ(Ｎ’,･a)).
Proof. By Corollary 2.2, we have that　　　　　　，
d {m-' 　ｂｒａｃｋｅt(deUS,2n-2)Udel{S≒ｈ).ｄｅｌ(皿し2n- 1, 2n'])UN')
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　　　十指'-2　bracket {del (S, 2n- 2)UdeZ(Ｓ’.　Ｉｎ－1).ｄｅｌ(A^,[271-1, 2n^)[JN')
　　　十ｂｒａｃｋｅt([2/1-2･ﾄＳ]Udel(Sへ[2n- 1 , 2n]).ｄｅｌ(Ｎ，[2n- 1, 2n])ＵＮ″)}
　　= Rl"-'　1{ｂｒａｃｆｅｅtiSUdel( ″, 2n).ｄｅｌ([2n-2 17V]，[2ra- 1 , 2n])ＵＮ″)
　　　　　十ｂｒａｃｆｅｅtideliS,2n-2)US≒ｄｅｌ(Ｎ,　2n－ DUN')}
　　十R'r-'　/??"-'　bracket {del(S, 2几-2)Udel(S', In- 1 ).ｄｅｌ(N.[2n-l. 2nl)＼JN')
　　十Rl"-' {bracke£(SUdel (S≒２几－ 1 ).ｄｅｌ([2n- 2 17V]，[2n- 1, 2n])UN')
　　　　　十ｂｒａｃｆｅｅt(delis.2n-2)US≒ｄｅｌ(N, 2n)UN″)}，
　　十ｂｒａｃｈｅt([In-2 1S]UdeKＳ’,　2n). del ([2几-2 ＼N], 2n]Ｕｙ)
　　十ｂｒａｃｋｅt([2n-2 １Ｓ]Udel (S≒2n- 1 ), deZ([2/i-2 ＼N], 2/1- DUN')
　　十Σ　(椙以，2)2　bracke£(delis, 2n-2)＼J[αI del (S≒[2n- 1， 2削)]，
　　　　　　　　＆Z([ｈ－ 2 17V]，(ｈ－ 1 ，2n])Udel(N≒ａ)).
By Lemma 1.2, we have that
　　指^-* 　ｂｒａｃｋｅt(deliＳ.２ｎ－２)Ｕｓ’.ｄｅｌ(Ｎ,　2n.－１)Ｕｙ)
　十R'r-' i??"-'　bracket(del (S, 2n-2 )＼Jdel(S', 2 ra- 1). del(N. [ 2 n- 1， 2n])UN'}
　十指'-' 　bｒａｃｋｅt(delis.2/1-2 )UＳ’,　ｄｅｌiN,2n)UN')
＝則'-2　　Σ　　　j?レ。bracketideliS,[a.2n- 2])ＵＳ’,　ｄｅｌ(Ｎ，[2n-l,2n])ＵＮ″)
　　　　　ａＥｄ･rtS,21.-2)
　　十指･-2　S,。braeゐet (delis, 2n- 2)US″.ｄｅｌ(Ｎ，[2/1- 1， 2zl])ＵＮ″)
　　十　　Σ　　　D2n- 2　刑。。-1　bｒａｃｋｅt(delis,[a,2n- 2])ＵＳ’｡　ｄｅｌ(況[2n- ＼,2n])U7V')
　　十/12　Ｓ,｡-，ｂｒａｃｋｅt{delis, 2ra- 2)ＵＳ≒ｄｅｌ(N,[2n-l. 2nl)UN')
This is an expansion of bracket (Ｓ.　Ｎ)ｂｒａｃｋｅt(Ｓ≒N') with respect to　2 n － 1 and　2 几.
Similarly, we have that
　　指'-' 　ｂｒａｃｆｅｅtiSUdelis≒2几).ｄｅｌ([2n- 2 1 7V]，[2/1- 1, 2;i]]Ｕｙ)
　　十ｂｒａｃｋｅt([2n-2 1S]lidelCS'. 2n), del{[2n-2 ＼N]. 2n}UN'}
　　＝Σ　指'-I　Rレ。－l bｒａｃｋｅt(delCＳ.ａ)Udel(S', 2n).ｄｅｌ(Ｎ，[2n- 1, 2n])ＵＮ’)
　　十R＼'-' S2.-2　bｒａｃｋｅt(SUdeliS', 2n).ｄｅｌ(皿[2n- 1， 271])Ｕｙ)
　　十Σ　Ｒ‘2ii-i-2　Ｒ'＾。-i-，bｒａｃｋｅt(deli[ｈ－２ １Ｓ]，[り])UdeZ(S'･, 2n).
　　　【ij】⊂s
　　　　　　　　　　　del (N, [ 2几- 1, 2n'])UN')
　　十ΣＳ．≫-ｉ　i?'jn-,-.　ｂｒａｃｋｅt(deli[2n~2 1S],0U delis≒2n),del{N,＼_2n- 1 ，ｈＤＵｙ)
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　　十ΣＳｉ,-,　Ｒｉｌ。i－l bｒａｃｋｅt(deli[2に2 1S],i)Ude!(か,陥),ｄｅｌ(皿(２にl,2n])UAC″)
　　＝0
and that　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･● !｡'　　，
　　r>2rt-2　ｂｒａｃｋｅt(SI) del (が, 2 n- 1 ), del ([2≪-2 ＼.N],｡[ｈ¬1, 2n]]Ｕｙ)
　　十ｂｒａｃｋｅt([2/1- 2 1S]Udel (S≒2/1- 1 },del([2n-2 ＼Nl 2n- １ )Ｕｙ)
　　＝Σrt2 K 2｡-,。　bracke£(delis, i)UdeliＳ’,　2･４－ l),del(.N,[2n- 1, 2n])UA^')
　　十厩･-' S2.-t　bｒａｅ feet(SUdel (S≒2n- D.deliN,[2.n- 1， 2y1])ＵＮ″)・
　　十Σ　Ｒし,-Ｉ　Ｒ’｡≫-, bｒａｃｋｅt(del([2/1-2寸Ｓ], [i.j])Udel(Sへ2/1-1),
　　　[り]⊂ｓ
　　　　　　　　　del (N, [ 2 n- 1 ， 2祠)Ｕｙ)　　　ｊ
　　十ΣＳ，｡-，　Ｒ‰-i bｒａｃｋｅt(del([2n-2 IS]j)Ｕｄｅｌ(S',2n- 1 ).ｄｅｌ(皿[ｈ－ １ ，２司]ＵＮ″)
　　九ES 2皿月2 -!-J ｂｒａｃｋｅt(delC[2/1-2 1S],011 deliＳ’,2n- 1 ),deKN,[ｈ－1，ｈ])Ｕめ
　　＝0.
Then we have the results.
　Theore･v1 3.14.　Ｌｅt Ｓ＝[in, i。…，にl]ａｎｄ Ｎ＝[瓦元･‥，ム]ｓａ£isfyi昭亡尨Ｄ１≧1, io =
0, u-i= 2n- ２， ii,-i<Cik≦2 k /ｏｒｅａｃｈ１ ≦ん≦几丿1, snＮ-ＤａｎｄＳUiV=[0,1,2,…，
２ｎ]，ＡｎｄｌｅtＳ″＝[I 0, I I,…，心]ａ几ｄＮ″＝[ﾀﾞ。Ｊリ¨，Ｊ・]ｓａtiｓfｙｉｎｇ　that ｍ≧1, t'o= 2n-
2, i＼=2n- 1,び,-l＜に≦i'o+2友一1/ｏｒ ｅａｃｈ.1≦ん≦ｍ, Ｓ’∩Ⅳ'＝[],S'UN' =[2n- ２，
2n-l, 2 ｚ１,…, 2n+ 2m- 1 ]ａｒid　if　ｍ≧2£/zａ几> 2 ≪. Then we have£尨亡
　　判別･-' 　bｒａｃｋｅt(delCＳ,　2n.-2}Udel(S≒2n- 1).ｄｅｌ(N, [2n- １， ２祠)Ｕｙ)}
　　＝bｒａｃｋｅt(Ｓ.　Ｎ)bｒａｃｈｅt(Ｓ’,Ｎ″)｡
　Proof. By Corollary 2.2, we have that　　　　　，
　　d {Rl"-' 　ｂｒａｃｋｅt(delis.2n- 2)Udel(S', In一半), del(N, [ 2几－1，･2n])UN')}
　　= R'r-' R',"-' braeんet{del (Ｓ,　2ａ-2)Udel{S', 2几- l),deUN,[2n- １，２祠)Ｕｙ)
‥十刑'-' 　ｂｒａｃｋｅt(deliＳ,　2n－2)ＵＳ≒ｄｅｌ(Ｎ.2n,)ＵＮ″)
By Lemma 1.2,we have that　　　　　　　　　　　　　レ
　　＝　Σ　　　m-' iJ?"-' R'2a-i bｒａｃｋｅt(＆Z[S,[i, 2n-2])U delisへｈ－1)，
　　　　　　　　　　del (N, [ 2 n- １，2n])Udel(N≒2n))
　　十招'-2　i??"-'　刑'-' 　bｒａｃｋｅt(delis,2n- 2,)Ｕｄｅｌ(Ｓ≒[2几-2, 2n- １])，
　　　　　　　　del (N,[ｈ－ １，２祠]Udel (N≒2n))
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　　十m-'　R]"-'　S。braeゐｅ£(delis, 2n- 2)Ｕｄｅｌ(S', 2n-l),
　　　　　　　　del (N,[2n- 1 , 2n])Udel(Ｎ’, 2n))
　　十　　Σ・　　招^-2　R'ln-i-l　刑'-2　6Γacket {del (S,[i, In- 2])Udel(S', 2n- 2)，
　　　　　　　　　　＆Z(Ⅳ,(ｈ－ 1 ，2n]}Udel(N≒2≪))
　　十　Σ　　m-' R＼｡｡,-l　R'r-'　加･ａｃ加t(del (S,[i, 2 ≪- 2])UdeliS'. 2n- 1),
　　　　　　　　　　＆1(Ⅳ, [2n- 1, 2n']}Udel(N≒２几))
　　十　　Σ　　　則^-2　則'-2　R'2,-i bΓαｃ加りぬl(S,[i, 2n-2])UdeUS', 2n-2),
　　　　　　　　　　del (N,[2≪- 1, 2≪])[Jdel(N', 2n))
　　十m"-'　D2n- 2　i??"-'　ｂｒａｃｋｅt(delis,2n-2)＼Jdel(Sへ[2n-l, 2n- 2])，
　ｒ　　　　　　　　ｄｅｌ(瓦[2n- 1, 2n])Udel(Ｎ’,　2n))
　　十則^-2　則^-2　Sz bracke£ideKS, 2n-2)Udel(S≒2n-2),
　　　　　　　　del (N,[2n-l, 2n]]Udel (N≒2n))
　　十Rl'-' Sin-I　刑'-* 　ｂｒａｃｈｃt(delis,2n- 2)Udel(Sへ２几－ 2)，
　　　　　　　　　　del {N,[2n- I , 2n])＼Jdel{N', 2n))
　　十D2n-2 Sz.-,　i?!"-'　bracke£(delis, 2n-2)UdeliS', 2n-l).
　　　　　　　　　　del (N,[2≪- 1, 2n])Udel(Ｎ’,　2n,))
　　＝ｂｒａｃｋｅt(Ｓ.　Ｎ)則'-l　bracket (del iS'. In- 1 ), del (Ｎ’｡　2几ﾐ))
　　十ｂｒａｃｋｅt(Ｓ,　Ｎ)刑^-'　bｒａｃｈｅt(deliが, 2n- 2).ｄｅｌ(Ｎ≒2n))
　　＝ｂｒａｃｋｅt(Ｓ,　Ｎ)ｂｒａｃｆｅｅt(Ｓ≒Ｎ″).
Then we have the results.
　Theorem 3.15. £ｅ£S＝[lo, to,…, in-l]ａｎｄＮ＝[ﾉ。jl,…，み]satisfyi昭that n≧１パo＝
0，し,= 2n- 2パ,-1＜i,≦2 k foｒｅａｃｈx ≦ん≦n ― 1，ＳｎＮ=Ｄａｎｄ ＳUN=[0,1,2,…，
２几]. And ｌｅtＳ’＝[i'oパヘ,…パ'｡]ａｎｄ Ｎ″=[/≪.; １，…jl]ｓａti両面I　tｈａt　ｍ≧2, i'o°24‾
2, i＼=2n- 1,び2 = 2 n, i'k-1<ii'k≦i'o+2友一１ｆｏｒ ｅａｃｈ.1 ≦友≦ｍ,Ｓ’ｎｙ＝ＤａｎｄＳ’Ｕｙ＝
[2≪-2, 2ra- 1, 2 y1,…, 2/1+ 2 m- 1 ]. Thenωｅ /laリethat
　　d {m-'　6Γαｃ知£(delis, 2n-2)Udel(S≒2几－ ０,　ｄｅｌ(凰[2n-l, 2n]]ＵＮ″)
　　十則'-ｌ　ｂｒａｃｆｅｅt(delis,2n-2)＼Jdel(S', 2ri).ｄｅｌ(Ｎ，(ｈ－ 1 。2n])UiV')}
　　＝ｂｒａｃｋｅt(Ｓ,　Ｎ)ｂｒａｃｈｅt(Ｓ≒Ｎ″)｡
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　Proof. By Corollary 2.2, we have that
　　d [m-' 　bｒａｃｋｅt(delis,2n-2)＼Jdel(S', 2n- 1 )■　ｄｅｌ(既[２几-1, 2≪])Ｕｙ)
　　十刑･-'6Γacket (del (Ｓ,　2n-2)UdeKS', 2n).ｄｅｌ(既[2一几-1, 2n]]Ｕｙ)}
　　= Rr~' m-' bracket(del(S, In- 2)UdeliS', 2n- 1 ),ｄｅｌ(Ⅳ,[2n-l, 2n]}UN')
　　十刑'-2　bｒａｃｋｅt(delis,2n-2)UＳ’.ｄｅｌ(Ｎ,　2ａ)UN')
　　十招^-' 　bｒａｃｋｅt(delis.2/1-2 )UＳ’.ｄｅｌ(既知-nuN')
By Lemma 1.2, we have that　　　　　　　　　　　　ヽ　ユ　　｀
　　＝Ｒ?･-2　R?°-' bracket(del (S, 2 n - 2 )U del(Sへ2n- 1 ),del(N,[2n- 1 , 2n])ＵＮ')
　　十Rl-'　R?"-' bracket (del (S, 2‘ｎ－2)Udel(S', 2n-2), del(N,[2n- 1, 2n])ＵＮ')
　　十　　Σ　　　m-'　R'sn-i-l　bracket (S,[i, 2n-2])US≒del (N,[2n－ 1， 2n])ＵＮり
　　十RI･-' R?･-2 bracket (del(S, 2 n - 2 )U del(Sへ2n-2),del(N,[２ｎ－ １，2n])UN')
　　十Rf"-' Ri･-l bracket (del(S, 2 n- 2 )Udel (Sへ2'n- １),del(N,[２ｎ－ １，2n])UN']
　　十　Σ　　Ｒに'Ri,｡-i bracket (del(S,[i，2･ｎ－2])US',del(N,[2n-l, 2n])UN')
　　十ＲＰ-'S,｡-I bracket (del (S, 2 n-2)us≒del (N,[2n- 1, 2nl)UNり
　　十Ｒ?･-2　Sj, bracket (del (S, 2n-2)US≒de!(Ｎ，[2n- 1, 2n])ＵＮり
　　= bracket (S, N) bracket (S', N' )
Then we have the results.
　Theorem 3.16.　£ｅ£Ｓ＝[io, i･,…，i｡-,]ａ几ｄＮ＝｡り。,Jv＞…Ｊ,]ｓａtiｓ石淋ｇ that ｒ1≧2, io =
0, i,-,<2n- 2, i≫-,<i≫≦2 k foｒｅａｃｈｌ ≦ん≦μ－ｖ.ｓｎＮ＝ＤａｎｄＳＵＮ＝[0,1,2,…，
２几]. And ｌｅtぷ＝[roパヘ,…，i″。]ａｎｄ Ｎ’＝{yo，j≒，…｡ }＼]ｓａtiｓ/Ｎｉｎｅ　tｈａt　ｍ≧1,i'o= 2/1-
２，び>=2n- 1 ,几一1く几≦i＼+ 2友一1 for each 1≦ん≦ｍ，ぎ∩Ｎ″＝[], S'[JN' =[In- 2，
2n- 1, 2几,…, 2≪+ 2m- 1]ａｎｄ　if　ｍ≧2£/zと几ご2＞２ ｎ.　Ｔｈｅｎ　ｗｅｈａｖｅtｈａt
　　d {R＼-’ 　bｒａｃｆｅｅt(SUdel (S≒[2n- ２， 2n- 1])･,del(N, 2n- l}Udel{N≒2/i))
　　十/??"-'　bracket (SUdel (S' ，[２４－ ２， 2n- 1]).ｄｅｌ(N, 2n- 2)＼Jdel(N≒2n))}
　　＝　ｂｒａｃｋｅt(Ｓ.Ｎ)ｂｒａｃｋｅt(Ｓ≒Ｎ″)｡
Proof. By Corollary 2.2, we have that
　dim-'　bracke£(SUdel (S≒[In- 2， 2/1- 1]),　ｄｅｌ(N,2/1- DUdeliN八2n))
　十m"-'　6Γαｃんet (SUdel (が，[２ａ－ ２， 2/1- １ ]), del (N, 2･n― 2)Udel{.N', 2n))}
　＝則'-2　Rに1 6Γacke£(SUdeliS' ，[2ra- 2, 2≪二1]), del (Ｎ.　2n－ １)Ｕ＆Ｚ(Ｎ’,　2n))
　　十刑･-' 　ｂｒａｃｋｅt{SUdel(Ｓ’,　２ｎ－2 ), NUdel (N≒2n))
　　十則"l　bracke£iSUdel (Ｓ’｡　2n,－1 ), NUdel (N≒2n))
By Lemma 1.2, we have that
　　＝Σ刑'-2招'-1拓｡-，&Γacket (del (Ｓ.　i)UdeUS', [2rt- 2 ， 2/1-1]),
　　　　　　　　deliN, [2n- 1, 2n'＼)Udel{Nへ2n))
　　十R'r-'　則･-I　Si. bΓacke£(SUdeliｓ’｡[2n- ２， 2n- １ ])，
　　　　　　　　　　del (N,[2n- 1 , 2ra])Udel(N'. 2≪))
　　十　　Σ　刑^-2　R‘,｡-i-
I　R^｡-，　bｒａｃｋｅt{del
(S,[i,j])U delis≒2a－ ２)，
　　　　[IjiCS
　　　　　　　　　　deliN, [2n- 1, 2/i])UdeZ(Ｎ’,　In))
　　十£　刑一　R'2,-i。　則･-1　6Γαｃ加£(deUＳ,　i)U delisへ[2n- 2, 2/1- １ ])
　　　　　　　　del (N,[2n- 1 , 2n])Udel(Ｎ’,　2n))
　　十ΣRl"-' R'2｡。，＆。6Γacket (delis, OUdeliＳ’,　2几－2)，
　　　　　　　　　　＆Z(Ⅳ,[2n-l, 2ra]]UdelCN≒2n))
　　十Σ　ＲＰ-2 S2再-I　R'2,-i bｒａｃｋｅt(deliＳ.　i}Udelis≒2n-2),
　　　ies
　　　　　　　　　　del (N, [ 2 n- 1'，2n])Udel(N≒2n))
　　十月Ｐ-2 Stn-l　m--'　bracke£iSUdeliS',[2n- ２， 2n- 1])，
　　　　　　　　　　＆ｚ(Ⅳ, [2n- 1, 2n'])UdeliN', 2≪))
　　十Σ　刑^-1拓,-,-X　R‰-j bｒａｃｋｅt(del(S,[り])UdeZ(S≒2n- 1),
　　　『i』⊂s
　　　　　　　　　　　　del {N, [ 2 n- １，2nV)Udel{N', 2n))
　　十Σ　R'r-'　R‘,｡-I-
1　刑'-' 　ｂｒａｃｋｅt(del
(Sパ)Udel(S',[2n-l. 2n])，
　　　　　　　　　　del(N, [2/1- １， 2n])Udel(N≒2/i))
　　十Σ　i??"-'　R‘,｡-i-
1　ＳＩ。bｒａｃｆｅｅt(del
(Sバ)UdeliS', 2n-l),
　　　　　　　　　　del (AT, [ 2 ra- 1 , 2 n])UdeZ {N≒2≪))
　　十Σ　/??"-'　Ｓ．n-1　島｡-i bracket (del (Ｓ.　i)Udel(Sへ2n-l),
　　　ies　　　　　　　　　　　　　ｌ　　　　　　　　　　″
　　　　　　　　　　del (N,[２４－ １，２祠]UdeKＮ’,　In))
　　十月ひ-I　S2≫-,　刑･-* 　ｂｒａｃｋｅt(SUdel(Sへ[2n-2, 2n- 1 ])，
　　　　　　　　　　　　del{N, [2n- 1, 2/i])UdeZ(Ｎ’｡　In))
　　十ΣHi K＼ Hz｡-i 　bｒａｃｋｅt(deliＳ.　i)Udelisへ(ｈ－２，ｈ一川)，
　　　　　　　　　　del (N,[2n- 1, 2rt]]Udel (N≒２几))　　　　／
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　　十i??"-'　則'-2　Sj≫ braeゐｅ£(SUdel (S≒[2/1-2ト2n- 1])，
　　　　　　　　　　　　deliN, [2n- 1, 2n])Urfe!(Ｓ≒2n})
　　= bracke£(Ｓ.　Ｎ)bｒａｃｋｅt(Ｓ≒ｙ)
Then we have the results.
　　Finally we shall discuss the defining relations of the form ん(S)/り(S') =…．
　Theorem 3.17.　£ｅ£Ｓ.＝[i。i。…，i｡],　Ｎ．＝[;'≪.;■.･･･,;･≫],S'= W。rl,･･･，i'｡]（ｍｄ Ｎ″＝
[ﾀﾞ。Ｊ 1,*'*,几]ｓａtiｓ/ｖｉｎｇtｈａti≧0，几≧0, m≧Oパ0 = t,i 0 = i十｡2μ＋1パ。くね≦io+ 2友
一１/ｏｒｅａｃｈ１ ≦ん≦n, i'i,-i<Ci'h≦i'o+2友一1foｒ ｅａｃｈ１≦ゐ≦m, S.∩Ｎ，＝[], s'nN'=[]，
＆Ｕ７Ｖ,＝[i丿十1，i十2,…, i+2n+ I]ａｎｄＳ’Ｕｙ＝[け2n+ 1丿+ 2n+ 2丿+ In十3，…，
i+2n+2 m＋31.　Ｔｈｅｎｗｅｈａｕｅthat　　　　　　‘　　　　，｡　　Φ｀　ｌ
　　ｄ ｂｍｃｆｅｅt(S.Udel(S≒i+ 2n+ 1 ).ｄｅｌ(Ｎ。i+2n十J)ＵＮ″)
　　＝bｒａｃｋｅt(Ｓ。Ｎ，)bｒａｃｋｅt(Ｓ≒Ｎ″)｡
Proof. By Corollary 2.2, we have that
　dbｒａｃｋｅt(S.Udel(S≒i＋2几＋1),　ｄｅｌ(Ｎ。，ｉ十2n+DUN')
　＝ｂｒａｃｋｅt([i+2n+lI S.UdeKS'. i+2n+l)]，[i＋2几+ 1 I deliN。i+2n+ 1 )UN'])
　＝　ｂｒａｃｋｅt(Sn.N｡)bｒａｃｋｅt(Sへｙ)。　　　　　　　　　　　ダ
　　Remark. This Theorem means that /z，(n.,几2,･‥，几k) hi+2k+ 1 (肌。mz,…，肌。）＝O　for
each ｉ≧0，ゐ≧Ｏ and p≧０．
　Theorem 3.18.£etS=[il･＆･…･i.]ａ几ｄＮ＝[;'". j^.･･･，j叩]ｓａtiｓ/ｖin-ｇtｈａti≧0,n≧0，
il≧i十2, ik-i<ik≦i＋2八＋1かr each 1≦ん≦n,SnN= [] andSUN=[i＋2丿＋3丿十4，
…, i+2n+3]. Thenωe hav琵配t
　　ｄ ｂｒａｃｋｅt([いIS]，Ｎ)
　　＝Ｒ＼　bｒａｃｋｅt([い＋1 1S]，Ｎ)十Σ(R'a-d' braeんｇ£([μIS],del(N,a)).
1/ theｒｅｅｘiｓtａｎｉｎｄｅｘｑ ｓｕch tｈａt i＜，＝　i＋2g＋1μhen the summa£ion is restric£?ａＳΣ
1０heｒｅ ｐ ｉｓ tｈｅｌｅａｓtｉｎｄｅｘｑ ｓｕch that i,= i+ 2q+l.
Proof. By Corollary 2.3, we have that
d bｒａｃｋｅt([いIS]，Ｎ)
一
一
　　Σ
[ａ,β,ア]⊂7V
R'｡-j　R a-1 R'r-i　braeゐet is.[i I del (N,[α。β,'７])])
十Σ　j?‘μ-1　bｒａｃｈｅt([いIS].ｄｅｌ(Ｎ,ａ))
aeN
jくa<i+ 2p十ｌ
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　　十Σ　Σ　R3-。(j?‘。-,)＊ 　bｒａｃｋｅt(S,del (N,[α，β]))
Since ih^i for each ｈ,　bｒａｃｋｅt(Ｓ，[i＼deliN, [a,β，幻)])＝0.Ｂy Lemma 1.2, we have that
　　＝緋¨　Σ　椙昌-，ｂｒａｃｋｅt([ilS].ｄｅｌ(Ｎ.ａ))
　　十Σ(Ｒに)2　bｒａｃｋｅt([αIS].ｄｅｌ(Ｎ.ａ))
　　＝招＋1　bracke£([i丿十･11S]，Ｎ)十Σ(Ｒしj)l　bｒａｃｈｅt([αIS].deliＮ,ａ))
We assume that there exist an index ｇ such that i,= i+ 2q十l and p is the least such index.
lfα≧i十2,ρ十l then[αIS]contains p ― 1 items less than i+ 2p+ 1 and del (N, a )
contains p items less than i＋2ρ＋1 . So we have that bracket ([αIS].ｄｅｌ(況α))＝O in
such ａcase. Then we have the results.
　Remark . This is proved in [6 : Theorem 4.2].
　ＴＨＥＯＲＥr･43.19.　£ｅ£Ｓ＝[io, ii,･", U+1]ａｎｄ Ｎ＝[趾瓦…，み]ｓａt吋蝕Ig tｈａtｎ≧Oj≧0
io = i, ik-i<^ik≦汁２友一１/ｏｒ ｅａｃｈ１≦か≦yz十1, snN=[]andSUN=[i丿＋1丿十2，…
i+2n十１１，Ｔｈｅｎ　ｗｅｈａｕｅtｈａt
　　ｄｂｒａｃｈｅt(S,[i+2n+3, i+2n+3 I N])
　　＝Ｒロー2　bracket (S,[i十2,z十2,i+2n+3 17V])
　　十　Σ　(月臨｡-。。,)* 　ｂｒａｃｆｅｃt‘(del(Ｓ,i=)，[いⅣＤ，
lｕｈｅｒｅｓiｓtｈｅｌａｒｇｅｓtｉｎｄｅｘｑｓｕcht?iat i．＝i＋29－１(１≦９≦几＋1)。
　Proof. By Corollary 2.4, we have that
　　ｄｂｒａｃｋｅt(Ｓ，[i+2n+3丿＋24＋３ ＼N])
　　＝Σ(Ｒｈ｡-｡。)２　Σ　R a-k ｂｒａｃｋｅt(del(S,[ん,a]),Ar]
　　十凡に2－2　bracket (S,[i+2n+2丿＋2几＋３ １７Ｖ])
　　＝Ｒに2¨2　braeんｅ£(Ｓ，[i+2n十2, i+2n+3 17V])
　　十Σ(Ｒ‰｡-｡。)' 　ｂｒａｃｋｅt(deliＳ.ａ)，[aI N])
If P<s then ＆Z(Ｓ,　i．)contains ｓ－ l items less than i + 2s- 1 and[i。17V]contains items
less than i+ 2s- 1. So in this case わΓαｄｅ£{del(S, i。)，[ip ＼N])＝0.Ｔｈｅｎ we have the
results.
　Remark. This is proved in [7 : Theorem 21.
　The proofs of the following Theorems are essentially same. So we omit these proofs.
　Theorem 3.20.Ｌｅt Ｓ。＝[ii, 12/･･，１ａ]，凰＝[八瓦…，み]，ダ＝[I 1, I 2,…，ぬ]ａ几Ｈ　Ｎ’＝
[ダl,/2.･‥，ブロｓα£isfyi昭£尨ＤＩ≧２，ｍ≧２，ｉ≧0, ii = i, u=i+ 2几－３，び1＝i十2n- ２，
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i'2 = i+ 2n- １， ﾑｰ,<u≦詐２友一３/ｏｒ ｅａｃｈ.x≦ん≦7z， 昌-･くに≦八＋2友一３ｆｏｒ ｅａｃｈ
１≦ん≦m, S.nN｡＝[],SnUN。＝[i丿＋1丿＋2パ‥丿+ 2n- 1 ], s'∩Ｎ’=[]（ｍｄ S'＼JN'=
[i+2n- 2丿十2n- 1丿＋2几，…丿+ 2n+ 2m- 31.Ｔｈｅｎ　ｍｅｈａｕｅthat
　　ｄ{沢に21.-3　bｒａｃｋｅt(del(S , i十2n-3)Udel(S乱十2n- 1),
　　　　　　　　　　del{N｡;[i+2n-2丿十2n- 1]UN')
　　十j?？2'-｀　bｒａｃｋｅt(del(S｡丿+ 2n- 3)Ｕ＆2(かい+ 2n-2).
　　　　　　　　　　del {Nn,[ｉ十ｈ－ 2 ，i十2n- 1])Ｕｙ)　゛'
　　十ｂｒａｃｋｅt{del(S,丿+ 2n~- 3)，[i+2n-3 I del (N.｡[i+2n-2, i十2n- 1])])
　　　　　×ｂｒａｃｋｅt([i+ 2n- 3丿+ 2n-3 Ideas'.[i+2rに2, i+2n- 1 ])]，7Vり}
　　＝ｂｒａｃｆｅｅt(＆,Ｍ)ｂｒａｃｆｅｅt(Ｓ’.Ｎ’)
　　十ｂｒａｃｆｅｅt(del(S。i。), [u I del (N.,『みｰ･ｊ』)])
　　　　　X { Z。(Ｒル４)' bｒａｃｋｅt([バ＼delis',[らにＤ]･del (N',八))}
　　Theorem 3.21. ＬｅtＳ，＝[ii, i。…，i｡](ｍｄ Ｎ。＝[j。j。･･’，Ｊ・],s'=[i’I，ｙ2,…，に,]ａ?
Ｎ″＝[ダ1，ハ,…，八]ｓａtiｓfｙｉｎｇ　tｈａtｒ1≧2，ａ≧2，i≧O.　l＼ ―　l.,＆一汗In- ３，に＝i十2n-
3, i'2=i+ 2n- 2，i＼ = i+2nぴ771≧3，ﾑｰ1く１≦I,+ 2友一３μ)ｒ ｅａｃｈ２ ≦ん≦zz，に，＜政≦
ノ･＋2友一３ｆｏｒ ｅａｃｈ.２≦ん≦ｍ，Ｓ。∩Ｎ，＝[]，＆ＵＮ。＝[i丿十1，i十２，…ｊ十2n- 1 IS'∩Ｎ″
＝ＤａｎｄＳ’ＵＮ･¶＝[i+ 2n- 3丿+ 2n- 2丿+ 2rt- 1,"：, i+ 2n+ 2m- 4 1.　Ｔｈｅｎ　ｌｏｅｈａｕ
tｈａt
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j　l　　　　－ｄｂｒａｃｋｅt(S,Udel(S', i+2n- 2 ), del (TV 丿+ 2n-2)UN')
　　＝ｂｒａｃｋｅt(＆,凰)ｂｒａｃｈｅt(Ｓ’.Ｎ’)｡
　Theorem 3.22. £etS.=[ii, i。…，i｡],Ｎ，＝[jj。･･･,μ],S'=[i'＼, i＼,…，に]ａ几ｄＮ″＝
[jへ9 j’ｌ.…，八]ｓａtiｓfｙｉｎｇtｈａtｎ≧２，ａ≧３パ≧0 , ji = i, i｡= i+ 2n- 3パヘ= i+ 2n- 3，
i”2=i+2n- 2，i',= i+2n- 1,ふlく６≦i＋2友一3 for 自決2≦ん≦,1，政一l＜に≦i＼+ 2友一
3foｒ ｅａｃｈ２≦ん≦ｍ，Ｓ。r＼N.=[]，＆ＵＮ。＝[j, t+ 1, i十2,…，1十2n- 1 ], s'nN'=[]α?
S'UN″=[i+2n-3, i+2n-2,i+2n- 1 ,･‥丿+ 2n+ 2 m- 4 1. Then we have£加£
　　ｄ{沢に2 a-3　bｒａｃｋｅt(S.Udelis', [び1パり).ｄｅｌ(穴｡，(ﾑｰ。みＤＵⅣ７)
　　十j?？2^‾3　bｒａｃｋｅtiS.UdeliS', [i＼, i'2]).del(N.。，『ﾑｰlj』)U7Vり}
　　＝bｒａｃｋｅt(＆,Ｍ)ｂｒａｃｋｅt(Ｓ″.N')。
　Theorem 3.23. £ｅ£Ｓ＝［ii, i･,･･･，i｡］ａｎｄＮ＝［;''. ;2,…，み］ＳＱtiｓ/ｖｉｎｇ　tｈａt　ｎ.≧3，i≧0，
ii = i, 12 = 1+ 1 , 13 = i+ 3 , ik-iくi,≦ii+2友一３ｆｏｒ ｅａｃｈ.2 ≦ん≦ｎ.SnN=［］andSUⅣと［i，
i十1，i十２，…丿+ 2/1- 1 1.　Ｔｈｅｎｌｏｅｈａｕｅthat
ComplexⅣ　(O. Nakamura)
dｂｒａｃｋｅt([i,i+lI del (Ｓ,　i＋3)]，(汁２１制)
＝ｂｒａｃｋｅt([i,i十11，[i十2,i+3])6Γacket (Ｓ.　Ｎ)
十　Σ　　{(Ｒに,)２(招リ)２十(Ｒい2(R7jj。)2　}
　　　　　　　　　×ｂｒａｃｋｅt(deZ([αＩＳ]，[い十1, i+3]), del (N,[i十２，α]))
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　Theorem 3.24.£ｅ£S＝[(1, i。…，i｡]ａｎｄＮ＝[j'. h,…，J・]ｓａtiｓfｙｉｎｇtｈａti≧０，几≧3，
ii = i, 12 = i+ 1 , 13 = i+ 2パ,≧i＋4ぴ≪^ 4 , i≫-i<^u≦i,+ 2k- 3 foｒｅａｃＫ２≦ん≦n, SON
＝ＤａｎｄＳUN=[i，i十1, i+ 2,…丿+ 2n- １１．Ｔｈｅｎｌｏｅｈａｕｅtｈａt
　　ｄｂｒａｃｋｅt(面Z([i,i+ 1 １Ｓ]丿+ 2), [i+3 liV])
　　＝ｂｒａｃｆｅｅt([i丿十11，[i＋2丿＋3])ｂｒａｃｋｅt(Ｓ,　Ｎ)
　　十　Σ　　{(Ｒに,)２(Ｒ？１)２十(茫３)１(Ｒ以，)2}
　　　iied<((≪,i+3)
　　　　　　　　　　　　×ｂｒａｃｋｅt{deli[αＩＳ]，[い十1, i+2]).ｄｅｌiN,[i十3,a]))。
　ＴＨＥｏｎａ･3.25.　£ｅ£S＝[i。i2,…，i｡]ａ几ｄＮ＝[j･。 J2．…，Ｊ・]ｓａtiｓ/ｖｉｎｇ　thati≧0, n≧4，
ii = i, 12 = i+ 1 , 13 = i+ 2バ,＝i十3, i≫-i<i≫≦t,+ 2凡一３かｒ each 2 ≦ん≦n,Sr＼N= [] and
SUN=[i丿＋1丿十２，…丿+ 2n- 1 ]. Thenωｅ＆叱£hat
　　ｄ{沢に1　6Γαｃんｅ£(出血Z(Ｓ,　i＋3)]，Ｎ)
　　十召？1　わΓacket ([ildeUＳ.　i＋2)]，Ｎ)
　　十Σ(凪-,)2　bｒａｃｋｅt([i+l,a IS]，[い十２，汁3]).ｄｅｌ(N.a))}
　　＝ｂｒａｃｋｅt([い十11，[i十2, i+3])ｂｒａｃｋｅt(Ｓ.　Ｎ)
　　十Σ　　Σ　　(凪-,)２(Ｒμ-１)* ｂｒａｃｋｅt([α，βI del (S,[い十l.i+2丿＋3])]，
　　　ａＳＮ　βｅｄａｌWa)
　　　　　　　　　del{N, [a.βＤ)。
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